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PRÉFACE 


Il  n'est  pas  nécessaire  qu'un  môme 
Oayrage  contienne  tout  ce  qu*il  était 
possible  d'y  mettre,  il  y  en  a  d'autres; 
r important  est  qu'il  contienne  des 
choses  utiles,  qui  ne  se  trouvent  pas 
ailleurs. 

MAxmiLiBN  Marib.  —  Histoire  des 
sciences  mathématiques  et  physiques; 
Tome  I.  Préf. 


Cet  ouvrage,  ainsi  que  le  titre  l'indique,  est  consa- 
cré au  développement  et  à  l'application  des  Formules, 
des  données  et  des  Théories  dont  l'ensemble  constitue 
cette  branche  importante  de  la  Mécanique  céleste 
qu'on  appelle  le  Calcul  des  perturbations  planétaires 
et  lunaires. 

Nous  l'avons  divisé  en  deux  parties  principales. 

La  première  partie  expose,  d'après  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires,  les  principes 
fondamentaux  de  la  théorie  analytique  des  perturba- 
tions, limités  comme  nous  venons  de  le  dire  aux  pla- 
nètes et  à  la  Lune.  La  seconde  contient  le  précis  des 
méthodes  et  des  procédés  de  calcul  employés  dans 
la  Construction  des  Tables  astronomiques  y  et,  en  par- 
ticulier, dans  celle  des  Tables  planétaires. 
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VIII  PRÉFACE 

Ces  deux  parties  quoique  distinctes  se  tiennent  et 
se  complètent  mutuellement. 

La  seconde  partie,  qui  est  à  la  fois  théorique  et 
pratique,  constitue  sous  beaucoup  de  rapports  un 
ouvrage  nouveau.  Par  la  nature  des  sujets  qui  y  sont 
traités,  elle  se  rattache  au  calcul  des  Éphémérides 
planétaires  et  on  peut  la  considérer  comme  le  complé- 
ment de  Touvrage  que  nous  avons  publié  sur  cette 
matière  (a),  ouvrage  où  nous  avons  bien  essayé  d'ex- 
pliquer la  disposition  et  l'usage  des  Tables  astronomi- 
ques, mais  sans  entrer  dans  l'examen  des  diverses 
questions  auxquelles  donne  lieu  leur  composition. 

Depuis  longtemps,  pensons-nous,  les  jeunes  Astro- 
nomes, les  Marins  et  tous  ceux  qui  s'occupent  d'Astro- 
nomie théorique  ont  dû  désirer  qu'il  existât,  sur  le 
Calcul  des  perturbations,  un  ouvrage  dans  lequel  les 
principes  de  cette  science  fussent  exposés  sous  une 
forme  claire,  concise,  méthodique  et  facilement  appli- 
cable. 

Nous  croyons  être  arrivé  à  réaliser  ce  désir,  à 
combler  cette  lacune. 

En  tout  cas,  les  lecteurs  compétents  apprécieront, 
nous  n'en  doutons  pas,  les  efforts  que  nous  avons 
faits  pour  atteindre  ce  but.  A.  S. 

(a)  Traité  d*Astronom%e  prcUique,  conleuant  l'exposltiou  du  Calcul  des 
ËpUémérides  astronomiques  et  nautiques,  d'après  les  méthodes  en  usage 
dADi  la  composition  de  la  Connaissance  des  Temps  et  du  Nautical  Alma- 
nae.  Grand  ln-8,  Parie,  1883. 
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PREMIÈRE  SECTION 

Découverte  de  la  g^ravitation  universelle 


I 


Du  nombre  des  découvertes  qui  honorent  Tesprit  humain 
il  n'en  est  pas  de  plus  admirable  que  celle  de  Tattraction 
entendue  dans  le  sens  newtonien.  C'est  à  cette  découverte 
que  nous  sommes  redevables  de  l'explication  exacte  des  phéno- 
mènes du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  de  la  procession  des 
équinoxes,  de  la  nutation  de  Taxe  terrestre,  de  la  diminution 
de  l'obliquité  de  l'écliptique.  G*est  à  elle  que  nous  devons 
non  seulement  une  démonstration  rigoureuse  des  lois  empi- 
riques  de  Kepler,  mais  encore  l'explication  des  diverses 
afiomalies  par  lesquelles  les  planètes  et  les  satellites  s'écarteat 
de  ces  lois.  C'est  par  elle  enOn  que  se  sont  trouvés  expliqués 
et  déterminés  avec  une  admirable  exactitude  le  mouvement 
des  nœuds  des  planètes  et  de  la  Lune,  celui  de  leur  apsides,  la 
masse  des  planètes,  leur  sphéricité,  leur  aplatissement,  en 
un  mot  tous  les  effets  résultant  de  Tattracli^n  mutuelle  des 
corps  célestes. 

ASTBOHOlflB  TBéORlQUB.  1 
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8  INTRODLCTIOX  HISTORIQUE 

r^a  plus  ancienne  trace  que  l'on  rencontre  dans  Thiàtoire  de 
la  Science  du  grand  principe  qui  nous  occupe  est  Topinion 
pro fessée  par  Anaxagore,  Tun  des  successeurs  de  Thaïes 
danis  la  direction  de  TÉcole  ionienne.  Ce  philosophe  célèbre 
soutenait  que  tous  les  corps  célestes  sont  formés  d'une 
matière  pesante,  à  peu  près  semblable  à  celle  de  la  Terre  ; 
et  lorsqu'on  lui  demandait  comment  il  arrivait  que  des  corps 
h'mfti  constitués  pussent  demeurer  suspendus  dans  Fe&pace,  il 
répondait  que  la  cause  en  était  dans  leur  mouvement  circu- 
laire, et  que  leur  chute  serait  immédiate  si  ce  mouvement 
venait  à  cesser  (a).  Cette  idée  de  l'attraction  qu'eurent  plus 
lard  Démocrile,  Epicure,  Plutarque  et  quelques  philosophes 
contemporains  de  ce  dernier,  fut  partagée  au  xvu'  siècle  par 
Copernic  lui-même.  Ce  savant  attribuait  en  effet  la  forme 
Bphérique  des  corps  célestes  à  la  tendance  qu'ont  leurs  parties 
à  §a  réunir,  mais  sans  cependant  étendre  cette  tendance  d'un 
corps  à  un  autre  (6).  Kepler,  doué  d'un  esprit  hardi  et  synthé- 
tique, fut  le  premier  qui  e  ut  l'idée  d'embrasser  dans  un  système 
unique  tous  les  mouvements  célestes.  Ce  grand  homme  sentit 
bii^n  vite  que  l'attraction  était  universelle  et  réciproque,  et 
quelle  devait  s'étendre  d'un  corps  à  un  autre.  Pour  lui  «  la 
gravité  ef<t  une  affection  corporelle  et  mutuelle  entre  les  corps, 
afin  de  se  réunir.  Si  là  Terre  et  la  Lune  n'étaient  pas  retenues 
d*ns  leurs  distances  respectives  par  une  force,  elles  se  porte- 
raient l'une  vers  l'autre,  en  parcourant  pour  se  joindre  des  es- 
paces réciproques  à  leurs  masses.  Si  la»Terre  cessait  d'attirer  les 
eaui  de  l'océan,  elle  se  porterait  sur  la  Lune,  en  vertu  de  la  force 
attractive  de  cet  astre.  Cette  force  qui  s'étend  jusqu'à  la  Terre 

[a]  Uiogèoe  Laôrce,  io  Anaxag.  lib.  II. 
{b].  De  revol.  orb.  cœlest.,  lib.  I,  cap.  9. 
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y  produit  les  phénomènes  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer.  Le 
corps  du  Soleil  est  magnétique;  il  agit  comme  un  aimant  sur 
les  planètes  »  (a).  Kepler,  on  le  voit,  rapproche  ici  Fat  trac- 
tion de  la  force  magne'tique,  conception  qui  était  dans  les 
idées  régnantes  du  temps.  Fermât,  dans  ses  Varia  operaMath,^ 
fait  le  même  rapprochement,  mais  il  assimile  la  gravitation  à 
la  pesanteur.  «  L'opinion  la  plus  accréditée,  dit  ce  grand  géo- 
mètre, est  qu3  la  pesanteur  est  une  qualité  qui  réside  dans  le 
corps  même  qui  tombe;  d'autres  cependant  pensent  que  la 
chute  des  corps  procède  de  Tat traction  d'un  autre  corps  qui 
attire  celui  qui  descend  comme  la  Terre;  il  y  a  une  troisième 
opinion  qui  n'est  pas  horsdi  vraisemblance,  c'est  que  la 
pesanteur  est  une  attraction  mutuelle  entre  les  corps,  causée 
par  un  désir  naturel  qu'ont  ces  corps  de  s'unir  ensemble, 
comme  il  arrive  au  fer  et  à  l'aimant,  i» 

Après  Kepler,  Descartes  essaya  également  de  ramener  tous 
iesphénomènes  célestes  à  ne  dépendre  que  des  lois  de  la  Méca- 
nique. Suivant  lui,  le  Soleil  et  chaque  étoile  sont    le  centre 
d'autant  de  tourbillons  de  matière  subtile  autour  desquels 
circulent  d'autres  corps  plus  petits.  Notre  système  solaire,  par 
exemple,  est  un  tourbillon  formé  de  cette  matière  inerte,  terne, 
au  centre  duquel  se  trouve  placé  le  Soleil.  Le  tourbillon  du 
Soleil, en circulantautourdela Terre, entraine  les  planètesavec 
lears  tourbillons  et  ceux-ci  à  leur  tour  entraînent  les  satellites. 
Descaries  adopte   ici,  comme  on  le  voit,  l'idée  fausse  qu'avait 
avant  lui  Tycho-Brahé  de  faire  mouvoir  le  Soleil  et  l'ensemble 
des  planètes  autour  de  la  Lune.  Cette  opinion  était  loin  sans 
doute  d'être  partagée  par  les  philosophes   contemporains  de 

{a)  Ast   nov.  in  lotrod. 
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Descartes,  mais,  au  xvii"  siècle,  il  fallait  la  professer  pour  ne 
pas  s'exposer  à  des  persécutions  pareilles  à  celles  qu'eut  à 
subir  plus  tard  Galilée.  On  ne  peut  douter  cependant,  en  lisant 
le  livre  des  Principes  de  la  philosophie,  que  Deseartes  ne  fût 
très  sincère  en  adoptant  lui  même  l'idée  de  l'immobilité  de  la 
Terre;  car  voicià  peu  près  comment  il  s'exprime  dans  la  troi- 
sième partie  de  cet  ouvrage  qui  traite  du  monde  visible,  «  Après 
avoir  ôté,  dit-il>  par  ces  raisonnements  tous   les  scrupules 
qu'on  peut  avoir  touchant  le  mouvement  de  la  Terre,  nous 
pensons  que  la  matière  subtile  du  ciel  où  sont  les  planètes 
tourne  sans  cesse  circulaîrement  ainsi  qu'un   tourbillon   qui 
aurait  le    Soleil  à  son  centre,  et  que  ses  parties  qui  sont 
proches  du  Soleil  se  meuvent  plus  vite  que  celles  qui  sont 
éloignées  jusqu'à  une  certaine  dislance,   et  que  toutes  les 
planètes  au  nombre  desquelles  nous  mettrons  désormais  la 
Terre  demeurent  toujours  suspendues  entre  les  mômes  parties 
de  cette  matière  céleste  ou  subtile.  Car,  de  même  que  dans  les 
détours  des  rivières  où  Teau  se  replie  en  elle  même  et  lour- 
noyantainsi  fait  des  cercles,  si  quelques  corps  fort  légers  flottent 
parmi  cette  eau,  on  peut  voir  qu'elle  les  emporte  et  les  fait 
mouvoir  circulairement  avec  soi;  et  même  parmi  ces  corps  on 
peut  remarquer  qu'il  y  en  a  souvent  quelques-uns  qui  tournent 
autour  de  leur  propre  centre,   et   que  ceux  qui    sont*  plus 
proches  du  centre  du  tourbillon  qui  les  contient  achèvent  leur 
tour  plus  tôt  que  ceux  qui  en  sont  plus  éloignés;  et  enfin  que 
bien  que  ces  tourbillons  d'eau  affectent  toujours  de  tourner 
circulairement,  ils  ne   décrivent  presque  jamais  des  cercles 
entièrement  parfaits,  et  qu'ainsi  toutes  les  parties  de  la  circon- 
férence ne  sont  pas  également  distantes  du  centre  ».  Descartes 
pense  donc  que  les  mêmes  choses  peuvent  se  dire  du  mouve- 
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ment  des  planètes  et  que  cela  seul  suffit  pour  expliquer  tous 
leurs  phénomènes. 

Quant  aux  mouvements  terrestres,  que  Descaries  examine 
dans  la  quatrième  partie  de  ses  Principes^  c'est  toujours  parles 
mêmes  hypothèses  qu'il  les  explique.  Pour  lui  la  pesanteur 
résulte  de  la  légèreté  môme  de  cette  matière  inerte,  indéfini- 
ment divisible,  qu'il  nomme  matière  céleste  ou  subtile.  Si  les 
corps  pèsent  vers  le  centre  de  la  Terre,  c'est  qu'ils  sont  dépour- 
vus de  force  centrifuge,  et  s'ils  Vonibent,  c'est  que  d'autres 
corps  s'élèvent  et  prennent  leur  place. 

Cette  idée  de  Descartes  de  faire  dépendre  des  mômes  lois 
mécaniques  les  grands  mouvements  des  cieux  et  de  la  Terre, 
était  à  son  époque  une  conception  neuve  et  liardie  qui  dut 
paraître  séduisante  à  beaucoup  d'esprits.  Cependant  l'inco- 
hérence du  système  cartésien,  l'invraisemblance  de  ses  suppo- 
sitions ne  tardèrent  pas  h  le  faire  rejeter.  On  prouva  que  la 
matière  subtile  était  une  chimère  et  que  ses  tourbillons 
étaient  en  contradiction  avec  les  lois  établies  et  les  faits 
observés,  puisqu'ils  ne  s'accordaient  pas  avec  les  comètes  dont 
les  mouvements  sont  dirigés  dans  tous  les  sens.  Et  ainsi  fut 
ruinée  la  doctrine  du  philosophe  français,  comme  l'avaient  été 
celles  des  anciens  astronomes  de  l'École  d'Alexandrie. 


ÏI 


On  voit  encore  l'attraction  mutuelle  des  corps  célestes 
indiquée  dansles  écrits  de  Galilée,  Roberval,  Borelli,  Hévelius, 
niais  personne,  avant  Newton,  n'en  avait  parlé  avec  plus 
d^exactitude  ni  de  clarté  que  Robert  Hookc,  dans  son  Essai 
pour  prouver  le  mouvement  de  la  terre,  paru  à  Londres  en 
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1674  {a).  On  peut  même  dire  qu'il  faillit  enlever  à  Newton  la 
gloire  de  la  plus  brillante  de  ses  découvertes.  Voici,  en  effet ,  dans 
quels  termes  précis  s'exprime  Hooke  à  la  page  27  de  Touvrage 
que  nous  venons  de  citer:  «  J'expliquerai,  dit-il,  un  système 
du  monde  différent  à  bien  des  égards  de  tous  les  autres  et  qui 
est  fondé  sur  les  trois  propositions  que  voici  :  i«  tous  les  corps 
célestes,  sans  en  excepter  aucun,  ont  non  seulement  une  at- 
traction ou  une  gravitation  sur  leur  propre  centre,  par  laquelle 
ils  attirent  leurs  parties,  mais  encore  ils  s'attirent  mutuelle- 
ment les  uns  les  autres  dans  la  sphère  de  leur  activité  ;  2*»  tous 
les  corps  qui  ont  reçu  un  mouvement  simple  et  direct  continue- 
raient à  se  mouvoir  en  ligne  droite,  si  quelque  force  effeclive 
ne  venait  sans  cesse  les  en  détourner  et  les  contraindre  à  dé- 
crire un  cercle,  une  ellipse  ou  quelqu'autre  courbe  plus  com- 
pliquée ;  3^*  Tattraclion  est  d'autant  plus  puissante  que  les 
corps  attirés  et  attirants  sont  plus  près  l'un  de  l'autre  ».  Quant 
à  la  loi  suivant  laquelle  cette  force  diminue  à  mesure  que  la 
distance  augmente,  Hooke  avoue  qu'il  ne  l'a  point  encore 
vérifiée. 

Cette  loi,  qui  s'ëtaitsoustraite  aux  expériences  de  Hooke,  il 
était  réservé  à  Newton  de  nous  la  faire  connaître.  C'est  en 
1665-1666  que,  retiré  à  Woolstrop,  sa  ville  natale,  Newton 
tourna  ses  méditations  vers  la  nature  de  la  pesanteur  et  ses 
effets.  De  ce  que  la  force  qui  produit  la  chute  des  corps,  c'est- 
à-dire  la  gravitéy  ne  diminue  pas  sensiblement  lorsqu'on 
s'élève  de  la  surface  de  la  Terre  au  sommet  des  plus  hautes 
montagnes.  Newton  en  conjectura  qu'il  pouvait  bien  se  faire 
que  cette  force  s'étendît  jusqu'à  la  Lune  et  que  ce  fût  préci- 

(a)  An  attempl  to  prove  the  molioa  of  ihe  Earth  Trom  observaiioDS,  167 4  ^ 
ia-4. 
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sèment  elle  qui  retint  cet  astre  dans  son  orbite.  Cette  con- 
jecture émise,  il  s'agissait  de  la  vérifier,  et  pour  cela,  il  fal- 
lait parvenir  à  déterminer  la  quantité  de  cette  diminution  ou 
la  loi  suivant  laquelle  décroît  cette  force  à  la  dislance  de  la 
Lune.  Newton  songea  alors  que  si  la  Lune  était  retenue 
autour  de  la  Terre  par  la  pesanteur  terrestre ,  les  planètes, 
dans  leur  mouvement  autour  du  Soleil,  devaient  être  retenues 
dans  leurs  orbites  par  une  puissance  semblable,  émanant  de 
cet  astre  ;  et,  en  comparant  les  périodes  des  différentes  planètes 
avec  leurs  distances  au  Soleil,  il  trouva  que  si  une  force  sem- 
blable à  celle  qui  s'exerce  à  la  surface  de  la  Terre  retenait  les 
planètes  dans  leurs  orbites,  cette  force  devait  diminuer  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Parvenu  ainsi  à  la  connaissance  de  la  loi  de  la  pesanteur 
des  planètes  vers  le  Soleil,  Newton  s'empressa  d'en  faire  Tap  - 
plication  à  la  Lune.  11  supposa  donc  que  la  pesanteur  s'éten- 
daîtjusqu'à  cet  astre  en  a'afTaiblissant  dans  le  rapport  qu'il 
venait  de  trouver,  puis,  afin  de  vérifier  son  hypothèse,  il  cher- 
cha à  déterminer  la  quantité  dont  la  Lune  tombe  vers  la  Terre 
dans  un  court  intervalle  de  temps,  ou  celle  dont  cet  astre 
s'écarte  de  la  tangente  qu'il  suivrait  s'il  n'était  pas  sollicité 
par  la  Terre.  Celte  quantité  qui  n'est  autre  chose,  comme  il 
est  aisé  de  s'en  convaincre,  que  le  sinus  verse  de  l'arc  décrit 
par  la  Lune  dans  le  même  intervalle  de  temps,  s'exprime  en 
fonction  du  rayon  de  la  Terre.  Pour  parvenir  à  la  solution 
désirée,  il  fallait  donc  avant  tout  connaître  la  valeur  de  ce 
rayon.  Mais  à  Tépoque  où  Newton  entreprit  ce  calcul,  la  lon- 
gueur du  degré  terrestre  était  loin  d'être  connue  avec  exac- 
titude. Newton  la  supposa,  avec  les  navigateurs  et  les  géo- 
graphesde  son  temps,  égale  à  60  milles  anglais  ou  297,151  pieds 
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de  Paris,  quantité  trop  faible  de  ^  environ.  Newton  ne  trouva 
donc  pas  le  résultat  qu'il  attendait  pour  vérifier  sa  conjecture, 
et  soupçonnant  que  quelque  cause  inconnue  se  joignait  à  la 
pesanteur  pour  en  modifier,  dans  le  cas  de  la  Lune,  la  loi 
générale,  il  abandonna  ou  du  moins,  il  ajourna  ses  recherches 
sur  ce  sujet.  Les  ayant  reprises  vers  le  mois  de  juin  1682,  et 
s*étant  cette  fois  servi  du  degré  terrestre  récemment  déter- 
miné en  France  par  Picard, il  put  constater  que  la  Lune  était 
retenue  dans  son  orbite  par  le  seul  pouvoir  de  la  gravité  et 
que  cette  force,  dont  l'intensité  allai^précisément  en  diminuant 
dans  le  rapport  qu'il  avait  autrefois  assigné,  était  bien  de 
même  nature  que  celle  qui  agit  à  la  surface  de  la  Terre. 

Cependant  Newton  pouvait  encore  douter  de  la  parfaite 
analogie  des  deux  forces,  car  la  loi  de  la  pesanteur  que 
le  mouvement  des  planètes  indiquait  n'avait  été  obtenue 
qu'en  supposant  les  orbes  de  ces  corps  circulaires  et  concen- 
triques au  Soleil.  Il  était  donc  nécessaire  de  s'assurer  si  cette 
loi  de  la  gravitation  était  générale  et  si  elle  pouvait  s'étendre 
au  cas  des  orbites  supposées  elliptiques.  Un  problème  sur  les 
projectiles  que  lui  avait  proposé  Hooke,  dès  1679,  et  dont  nous 
aurons  bientôt  à  reparler,  l'avait  déjà  mis  sur  la  voie  de  cette 
recherche  ;  car  Newton,  par  un  calcul  rigoureux,  avait  prouvé 
que  tout  corps  qui  se  meut  sous  l'influence  d'une  force  attrac- 
tive émanant  d'un  centre  et  variant  proportionnellement  au 
carré  de  la  distance  doit  nécessairement  décrire  une  ellipse  ou 
en  général  une  section  conique,  dont  l'un  des  foyers  est  préci- 
sément au  centre  de  cette  force  (a).  En  rapprochant  ces  ré- 

(a)  Jean.Baraoulll  démontra  plus  tard  que  la  proposition  inverse  est 
également  vraie,  c'est-à-dire  que  la  force  centrale  étant  supposée  en  raison 
inverse* du  carré  de  la  distance,  Torbile  est  nécessairement  une  section 
conique.  Œuvra  de  J,  BarnouUi^  1. 1,  p.  469. 
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suUats  des  lois  assignées  par  Kepler  aux  orbites  planétaires, 
Newton  put  donc  en  conclure  que  les  planètes  sont  retenues 
dans  leurs  orbites  elliptiques  par  une  force  de  même  nature 
que  celle  qui  agit  à  la  surface  de  la  Terre  et  variant  récipro- 
quement au  carré  delà  distance  au  Soleil.  L*identilé  entre  ces 
deux  grandes  forces  de  la  matière,  celle  qui  s'exerce  sur  la 
Terre  et  celle  qui  réside  dans  tout  l'univers,  était  donc  un  fait 
rigoureusement  démontré,  et  à  Newton  revenait  désormais  le 
grand  mérite  d'avoir  réuni  dans  une  même  loi  les  phénomènes 
qui  dépendent  de  la  chute  des  corps  terrestres  et  ceux  que  font 
naître  les  mouvements  des  corps  célestes.  Cette  loi  univer- 
selle. Newton  Fénonça  en  disant  que  toutes  les  parties  de  la 
matière  gravitent  les  unes  vers  les  autres  avec  une  force  pro- 
portionnelle à  leurs  masses  et  réciproque  au  carré  de  leurs 
distances  mutuelles;  et  c'est  du  développement  des  consé- 
quences de  celte  loi  admirable  que  ce  grand  géomètre  com- 
posa la  première  édition  de  ses  Principes  mathématiques  de 
la  Philosophie  naturelle,  le  plus  beau  monumont  que  le  génie 
de  l'homme  ait  élevé  aux  sciences  exactes. 

Ce  livre  célèbre  et  sublime,qui  contenait  l'ébauche  de  toutes 
les  grandes  découvertes  astronomiques,  n'eut  pas  à  son  appa- 
rition tout  le  succès  qu'il  méritait,  et  plus  de  cinquante  ans 
s'écoulèrent  avant  que  le  principe  de  la  gravitation  univer- 
selle fût  admis  comm^  une  vérité  incontestée.  La  Physique 
^cartésienne  qui  régnait  alors  en  souveraine  dans  toutes  les 
Écoles  du  continent  n'avait  pas  peu  contribué  à  diviser  sur  ce 
point  les  esprits  même  les  plus  éclairés;  et  l'on  vit  longtemps 
après  la  publication  du  Livre  des  Principes  trois  grands  géo- 
mètres, Huygens,  Jean  Bernoulli  et  Leibniz  se  refuser  à  ad- 
mettre le  système  newtonien  et  même  le  combattre.  Huygens, 
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préoccupé  surtout  des  idées  hypothétiques  qu'il  s'était  faites 
sur  la  cause  de  la  pesanteur,  n'admettait  la  gravitation  new- 
Ionienne  que  pour  les  astres  et  la  rejeta  de  molécule  à  mo- 
lécule. Jean  Bernoulii,  qui  avait  été  grand  partisan  du  système 
cartésien,  soutenait  que  Tattraction  ne  pouvait  être  en  même 
temps  proportionnelle  à  la  masse  du  corps  attiré  et  suivre  le 
rapport  inverse  du  carré  des  distances.  Quant  à  Leibniz,  soit 
par  esprit  de  système,  soit  peut-être  aussi  par  rivalité ,  il  se 
posa  hardiment  en  adversaire  de  la  doctrine  newtonienne  et 
publia  même  une  dissertation  dans  laquelle  il  cherchait  à  dé- 
montrer autrement  les  vérités  que  Newton  avait  établies  dans 
son  grand  Ouvrage.  La  réaction  en  faveur  du  nouveau  sys- 
tème finit  cependant  par  s'opérer  et  nous  devons  dire  qu'elle 
fut  aussi  complète  que  possible. 


m 


L'admiration  que  nous  inspire  la  brillante  et  féconde 
découverte  de  Newton  ne  doit  pas  nous  rendre  ingrat 
envers  ses  contemporains  et  nous  empêcher  de  leur  rendre  la 
justice  qui  leur  est  due.  Hooke,  dont  les  recherches  se  trouvent 
liées  par  une  coïncidence  singulière  à  toutes  les  grandes 
découvertes  de  Newton,  mérite  d'être  nommé  un  des  premiers. 
Par  ses  réflexions  métaphysiques  autant  que  par  ses  expé- 
riences ingénieuses,  cet  homme  vraiment  extraordinaire,  que 
Tamour  de  la  Science  inspirait,  a  jeté  une  vive  lumière  sur 
presque   toutes  les  branches  de  la  Physique  céleste;  et  si, 
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dans  la  question  qui  nous  occupe,  il  n*a  pu  parvenir  à  la  loi 
mathématique  de  Tattraction,  il  faut  du  moins  lui  rendre 
cette  justice,  que  ses  travaux  n*ont  point  été  inutiles  au 
progrès  des  sciences,  et  qu'ils  n*ont  pu  que  guider  Newton 
dans  la  voie  des  recherches  qui  devaient  le  conduire  à 
sa  découverte. 

Il  parait  bien  difficile  de  reporter  à  une  date  précise  les 
premières  recherches  de  Hooke  sur  la  gravitation  universelle. 
Ce  qui  est  certain,  c*est  que  dès  1666  ce  physicien  avaifr  très 
bien  r^onnu  que  les  mouvements  planétaires  doivent  résulter 
d'une  force  d^impulsion  primitive,  combinée  avec  la  force 
attractive  du  Soleil.  L'expérience  qu'il  fit  devant  la  Société 
royale  de  Londres  pour  le  prouver,  est  intéressante  à  plus 
d'un  titre  et  mérite  d*être  rapportée.  Voici  donc  comment- 
Hooke  s  y  prit  pour  présenter  sa  découverte.  11  suspendit  au 
plafond  de  la  salle  un  pendule  formé  d'un  très  long  fil,  à 
l'extrémité  duquel  était  attachée  une  boule  en  bois  destinée  à 
représenter  la  figure  d'une  planète.  En  écartant  ce  pendule  de 
la  position  verticale  et  l'abandonnant  ensuite  à  l'effet  de  la 
pesanteur,  la  boulé  devait  nécessairement  décrire  un  arc  de 
cercle  dans  le  plan  vertical  de  l'oscillation.  Or  Hooke 
remarqua  que  si,  tout  en  laissant  agir  ainsi  ce  pendule,  on 
lui  imprimait  un  mouvement  latéral,  c'est-à-dire. perpendicu- 
laire au  plan  de  l'écart,  la  boule,  au  lieu  de  décrire  un  arc  de 
trajectoire  plane,  se  mouvait  horizontalement,  et  traçait  autour 
de  la  ligne  verticale  une  ellipse  ou  une  série  d'ellipses  qui 
étaient  d'autant  plus  ouvertes  ou  moins  excentriques  que 
rimpulsion  latérale  était  plus  considérable.  Dans  le  but  de 
représenter,  toujours  à  l'aide  du  même  mécanisme,  le  mouve- 
ment réel  de  translation  de  la  Terre  et  de  la  Lune  autour  du 


Digitized  by 


Google 


42  INTRODUCTION  HISTORIQUE 

Soleil,  Hooke  fit  la  seconde  expérience  que  voici.  Il  atlacha 
au  moyen  d'un  second  fil  une  boule  plus  petite  au  fil  vertical 
de  la  première,  puis,  après  avoir  mis  ce  second  pendule  en 
oscillation  autour  de  ce  dernier  fil,  il  imprima  à  la  première 
boule  un  mouvement  latéral  comme  dans  la  première  expé- 
rience. Il  vit  alors  que  ni  Tune  ni  Tautre  des  deux  boules  ne 
décrivait  plus  une  ellipse  et  que  c'était  leur  centre  commun 
de  gravité  qui  semblait  parcourir  cette  courbe.  Hooke  en 
conplut  donc  que,  dans  le  système  formé  par  la  Terre  et  la  Lune, 
ce  n'est  pas  le  centre  de  la  Terre  qui  parcourt  une  ellipse,  mais 
bien  le  centre  commun  de  gravité  de  ces  deux  corps. 

Ces  expériences  étaient  assurément  intéressantes,  en  ce 
qu*elles  offraient  un  exemple  de  la  composition  du  mouve- 
ment curviligne  en  deux  forces,  Tune  impulsive  et  Tautre 
centrale,  mais  elles  étaient  loin,  comme  on  le  pense  bien,  de 
donner  une  image,  même  approchée,  des  mouvements  célestes. 
Il  y  avait,  en  effet,  entre  les  ellipses  ainsi  obtenues  et  les 
ellipses  planétaires,  cette  différence  capitale  que,  dans  les 
premières,  la  force  centrale  est  constamment  dirigée  vers  le 
centre  de  l'ellipse,  tandis  que,  dans  les  ellipses  planétaires, 
cette  force  réside  au  foyer  même  de  la  courbe  et  est  réciproque 
au  carré  de  la  distance  à  ce  point. 

Hooke  sentit  très  bien  cette  distinction;  il  comprenait  que 
toute  la  difficulté  du  problème  consiste  dans  la  détermination 
de  la  force  qui  retient  les  corps  célestes  dans  leurs  orbites, 
d'après  la  forme  môme  de  ces  orbites  ;  mais,  n'étant  pas  assez 
versé  dans  l'étude  des  mathématiques,  et  les  mathématiques 
elles-mêmes  n'étant  pas  à  son  époque  assez  avancées,  il  ne 
put  jamais  parvenir  à  la  solution  du  problème  énoncé  dans 
des  termes  aussi  généraux.  Cette  admirable  découverte,  qui 
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nous  a  dévoilé  le  secret  du  système  du  monde,  exigeait  le 
secours  d'une  analyse  transcendante  et  nouvelle,  et  c'est  au 
génie  de  Newton  qu'elle  était  réservée. 

G*est  dans  le  but  de  suppléer  à  TinsufOsance  de  l'analyse  à 
cette  époque,  et  à  ses  propres  moyens,  que  Hooke  avait  entre- 
pris d'étudier  la  nature  de  la  force  attractive  par  des  expé- 
riences directe:^,  et  qu'il  avait  imaginé  les  ingénieux  appareils 
que  nous  venons  de  décrire.  Quelques  années  plus  tard,  en 
1674,  il  rassembla  ses  idées  sur  ce  sujet  et  publia  son  Essai 
pour  prouver  le  mouvement  de  la  ^é?rre,dontnous  avons  présenté 
un  extrait  au  paragraphe  qui  précède.  Sans  vouloir  amoindrir 
en  quoi  que  ce  soit  l'importance  des  propositions  qui  y  sont 
contenues,  nous  ferons  remarquer  toutefois  que  cet  ouvrage 
est  bien  moins  un  exposé  de  faits  nouveaux  qu'une  générali- 
sation des  principes  déjà  entrevus  par  Kepler,  Copernic, 
Galilée  et  Descartes.  Hooke,  en  publiant  son  système,  a  eu 
cependant  un  très  grand  mérite,  c'est  d'avoir  coordonné  tous 
ces  principes  et  de  les  avoir  présentés  comme  formant  la  base 
du  vrai  système  du  monde.  A  la  page  28  de  l'Opuscule  que 
nous  venons  de  citer,  Hooke  dit  en  effet  :  «  Cette  idée  étant 
suivie  comme  elle  mérite  de  l'être,  ne  peut  manquer  d'être 
très  utile  aux  astronomes  pour  réduire  tous  les  mouvements 
célestes  à  une  certaine  règle,  ce  qui,  je  crois,  ne  pourra  jamais 
s'obtenir  autrement.  Ceux  qui  connaissent  la  Ihêorie  des  oscil- 
lations du  pendule  et  du  mouvement  circulaire  comprendront 
aisément  sur  quels  fondements  repose  le  principe  général  que 
j'énonce,  et  ils  sauront  trouver  dans  la  nature  les  moyens  d'en 
établir  le  véritable  caractère  physique.  Je  ne  veux  ici  que 
rindiquer  à  ceux  qui  ont  le  temps  ot  la  faculté  de  suivre  plus 
loin  cette  recherche  et  qui  réuniront  la  science  du  calcul  au 
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talent  de  Tobservation,  souLaitant  ardemment  que  c,e  prin- 
cipe soit  développé,  et  ayant  moi-même  en  mains  d*autres 
recherches  que  je  désire  terminer  d'abord,  ce  qui  m'empêche 
de  m'en  occuper  pour  le  moment  ;  mais  j'ose  promettre  à 
celui  qui  réussira  dans  cette  entreprise  qu'il  trouvera  dans  ce 
principe  la  cause  déterminante  des  plus  grands  mouvements 
que  l'univers  nous  offre,  et  que  son  développement  complet 
sera  la  véritable  perfection  de  l'astronomie.  » 

Bien  que  ce  ne  soit  qu'en  1678  que  Hooke  ait  commencé 
à  parler  du  carré  des  distances,  dans  un  livre  intitulé  Cometa 
il  y  a  tout  lieu  de  croire  que  cette  loi  lui  était  connue  lorsqu'il 
publia  son  Essai  sur  le  mouvement  de  la  Terre.  Ce  qui  est  hors 
dé  doute,  c'est  que,  vers  la  Qn  de  l'année  1679,  ses  idées  sur  ce 
point  étaient  définitivement  arrêtées,  et  qu'il  se  servait  de  la 
loi  présumée  pour  rectifier  la  solution  donnée  par  Newton 
d'un  problème  concernant  le  mouvement  des  projectiles.  Ce 
problème,  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  :  «  déterminer  la  nature 
de  la  courbe  décrite  par  un  corps  tombant  d'une  très  grande 
hauteur»,  avait  été  proposé  par  les  membres  de  la  Société 
royale,  dans  le  but  d'étudier  l'infiuence  du  mouvement  de 
rotation  de  la  Terre  et  d'en  bien  constater  la  réalité. Newton, 
qui  supposait  la  chute  opérée  dans  un  milieu  résistant  et  qui 
du  reste  avait  adopté  l'hypothèse  d'une  intensité  de  pesanteur 
constante,  avait  annoncé  que  la  courbe  serait  une  spirale. 
Hooke  répondit  avec  raison  que  la  courbe  n'était  pas  une 
spirale,  mais  que  ce  serait  une  ellipse  dans  le  vide  et  une 
courbe  ovoïde  excentrique  si  la  chute  s'opérait  dans  un  milieu 
résistant  comme  l'air.  Ce  fut  là,  comme  nous  l'avons  dit 
(§  I,  p.  8),  l'occasion  qui  amena  Newton  à  rechercher  si  le 
mouvement  des  planètes  pouvait  résulter  d'une  gravitation  en 
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raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  et  à  confirmer  par  le 
calcul  Texactitude  de  cette  grande  loi. 

On  voit  donc  que,  dès  1678,  Hooke  s'était  formé  une  idée 
très  positive  et  très  vraie  de  la  loi  du  décroissement  de  la 
force  attractive  ;  mais  déjà  et  auparavant  d'illustres  savants 
avaient  eu  connaissance  de  cette  loi  et  lavaient  à  différentes 
époques  énoncée  plus  ou  moins  clairement.  Kepler  est  le 
premier  qui  Tait  soupçonnée ,  mais  il  la  rejeta  bientôt  pour 
adopter  celle  d'une  variation  en  raison  inverse  de  la  simple 
distance.  Bouilleau,  qui  cloutait  cependant  de  l'attraction, 
reprochait  à  Kepler  d'avoir  adopté  cette  dernière  loi;  il  disait 
formellement,  en  1645:  «si  Tattraclion  existait,  elle  suivrait  la 
loi  du  carré  des  distances  ».  Bouilleau  était  un  savant  très  es- 
timable,  mais  qu'un  faux  esprit  de  système  avait  malheu- 
reusement égaré  en  plus  d'une  circonstance.  Wren,  mathé- 
maticien anglais,  bien  connu  par  l'universalité  de  ses  talents, 
passait  aussi  pour  avoir  connu  dès  1671  la  loi  exacte  de  Tat- 
traction,  mais  il  ne  semble  pas  qu'il  ait  établi  cette  loi  au- 
trement que  Bouilleau,  c'est-à-dire  par  des  considérations  pu- 
rement métaphysiques.  Halley,  vers  le  commencement  de 
1684,  fit  faire  un  pas  de  plus  à  la  question.  En  s'ap- 
puyant  sur  la  troisième  loi  de  Kepler  et  se  servant  des  théo- 
rèmes qu'Huygens  avait  donnés  dès  1672  sur  les  forces  cen- 
trifuges (a),  il  reconnut  que  la  force  qui  retient  les  planètes 
dans  leurs  orbites  supposées  circulaires  était  réciproque  au 
carré  de  chaque  distance  au  Soleil,  précisément  comme  Newton 
Favail  trouvé  en  1666,  lorsqu'il  entreprit  son  premier  calcul 
sur  la  pesanteur  de  la  Lune.  Quant* à  l'idée  de  l'extension  du 

(a)  Horolagtum  oêciUatoriumf  in  fvL 


Digitized  by 


Google 


16  INTRODUCTION   HISTORIQUE 

principe  de  gravité  à  tous  les  corps  célestes,  elle  appartient 
incontestablement  à  Borelll  qui  en  a  donné  la  première  ap- 
plication dans  son  ouvrage  sur  les  satellites  de  Jupiter,  publié 
à  Florence  en  1666  (à).  Il  est  vrai  que  Borelli  y  fait  décroître 
la  gravité  dans  le  simple  rapport  de  la  distance  au  Soleil  ;  mais 
il  faut  bien  se  rappeler  qu*à  cette  époque  la  loi  de  ce  décrois- 
sèment  était  mal  connue,  et  que  Borelli  n'était  pas  en  possession 
des  théorèmes  de  Huygens  qui  auraient  pu  l'y  conduire.  Ces 
théorèmes  n'ont  été  donnés,  en  efîet,   que  six  ans  plus  tard. 


IV 


Après  cet  exposé  rapkle,  mais  complet  du  progrès  et  du  dé- 
veloppement des  idées  sur  l'attraction,  nous  réduirons  h 
quelques  mots  ce  qui  nous  reste  à  dire  sur  la  question  de 
priorité  que  souleva  Hooke  à  l'apparition  du  livre  des  Prin- 
cipes de  la  philosophie  naturelle. 

C'est  sur  les  instances  de  Ilalley  que  Newton  se  décida  à 
publier  ce  livre  admirable,  et  c'est  le  docteur  Vincent  qui  fût 
chargé  de  le  présenter  en  son  nom  à  la  Société  royale  de 
Londres. 

Cette  présentation  eut  lieu  le  26  avril  1686. 

Les  acclamations  enthousiastes  qui  l'accueillirent  indispo- 
sèrent Hooke,  qui  réclama  obstinément  sa  part  dans  la 
priorité  de  la  découverte,  prétendant  y  avoir  un  droit  égal  à 
celui  de  l'auteur.  Ses  récriminations  à  cet  égard  furent  même 
si  violentes  que  Halley  crut  devoir  les  soumettre  à  Newton, 

(a)  Theoricœ  Medicmorum  planelarum  ex  eausU  physicis  deductm. 
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dans  la  lettre  de  remerciements  qu'il  lui  adressa  au  nom  de 
la  Société  royale.  «  M.  Hooke,  dit-il,  attend  de  vous  que  vous 
reconnaissiez  ses  droits  de  priorité  dans  la  préface  de  TOu- 
vrage  »  (a). 

La  réponse  de  Newton,  en  latin,  est  datée  du  26  juin  1686; 
mais,  comme  elle  est  fort  longue,  nous  la  réduirons  à  ce 
qu'elle  a  d*ess'entiellement  intéressant  et  documentaire  pour 
le  point  de  droit  qui  nous  occupe  (5). 

Newton  commence  par  déclarer  à  Halley  qu'il  est  inti- 
mement persuadé  que  le  chevalier  Wren,  auquel  il  rendit 
visite  vers  1671,  était  déjà,  à  cette  époque,  en  possession  de  la 
loi  du  carré  des  distances  et  que,  par  conséquent,  Hooke,  qui 
n*a  commencé  à  en  parler  qu'en  1678  dans  son  livre  intitulé 
cometa,  ne  peut  être  considéré  que  comme  le  dernier  des  trois 
qui  Tait  connue.  Newton  affirme  ensuite  n'avoir  jamais 
étendu  cette  loi  de  la  surface  au  cjntre  di  la  terre, 
et  fait  remarquer  à  Halley  que,  depuis  plus  de  quinze  ans, 
il  a  composé  un  écrit  ou  Fattraction  d3s  planètes  vers  le 
Soleil  se  trouve  calculée  d'après  la  loi  rigoureuse  de  la 
gravitation.  Enfin  il  termine  sa  lettre  en  accusant  Hooke  de 
s'être  approprié  l'hypothèse   même  de  Borelli,   et  de  l'avoir 


(a)  Cette  leUrese  trouTe  dans  The  hislory  of  royal  goôiely  of  London, 
publiée  par  Birch.  VoicL  textaellemeot  le  passage  qui  se  rapporte  aux 
reTeodicalioas  de  Hooke  :  «  There  is  one  thlog  more,  that  I  oaght  to  iaform 
you  of,  yiz.  that  M.  -Hooke  bas  some  preteasioas  upoa  the  iaveotloo  of  the 
rute  of  decrease  of  gravity  belag  reciprocally  as  the  squares  of  the  dis- 
taoces  from  Iheceatre.  He  says  you  had  theaotioa  from  bim,  tbougli  heowus 
Ibe  demoastratioa  of  the  curves  generaled  thereby  to  bewbolly  yourown.How 
znuch  of  thisis  so,  you  kaow  best  ;  as  likewise  what  you  bave  to  do  la 
ilsis  matler.  Ooly  M.  Hooke  seems  to  ezpectyoushould  make  some  mentioa 
of  blm  the  préface,  wbich  It  is  possible  you  may  see  rea^on  to  prefiz. 
(b)  Biographia  6riianntca,  art.  Hooke  p.  2659. 
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complétée  comme  sienne  en  s'inspirant  des  idées  émises  sur 
le  môme  sujet  par  ses  prédécesseurs  {a). 

Toutes  les  tentatives  que  Halley  etle  chevalier  Wren  firent 
auprès  de  Hooke  pour  l'engager  à  publier  sa  découverte  de- 
meurèrent infructueuses.  Hooke  affirmait  positivement  qu'en 
partant  de  la  loi  du  carré  il  était  parvenu  à  expliquer  toutes 
les  circonstances  des^  mouvements  célestes,  mais  lorsqu'on 
lui  demandait  d'en  fournir  une  preuve,  il  répondait  qu'il 
était  bien  aise  de  la  tenir  encore  secrète,  afin  de  donner  aux 
géomètres  le  temps  de  s'exercer  sur  une  question  si  impor- 
tante. Plus  tard,  il  prétendit  qu'il  avait  édifié  sur  le  principe 
de  l'attraction  une  théorie  tout-à-fait  nouvelle  d'un  système 
du  monde,  mais  que  ce  système  ayant  besoin  d'être  complété 
en  plusieurs  points,  il  ne  jugeait  point  à  propos  de  le 
publier.  Cependant,  dès  le  mois  d'août  1684,  Newton  avait 
remis  à  Halley  la  démonstration  tant  désirée  de  la  loi  de  la 
gravitation  et  cette  démonstration  avait  été  consignée  dans 
les  registres  de  la  Société  royale  ;  aussi  lorsque,  à  l'occasion 
de  la  présentation  du  livre  des  Principes^  Hooke  renouvela 
ses  prétentions,  l'avis  unanime  des  membres  fut  que,  rien  de 
tout  ce  qu'avançait  Hooke  n'ayant  été  inséré  dans  les  registres 
de  la  Société  ou  rendu  public  par  l'impression,  Newton  devait 
être  considéré  comme  le  premier  et  unique  inventeur.  Hooke 
ne  put  jamais  fournir  la  démonstration  qu'on  lui  demandait 
et  Newton  resta  seul  maître  de  la  découverte. 


(a)  Newton  voulut  bien  cepeDdaol  proclamer  plus  tard  l'indépendance 
des  idées  de  Hooke,  Wren  et  Halley  dans  un  scliolie  qui  fait  suite  au 
coroU.  VI  de  la  proposition  IV  du  livre  III  des  Principes,  Après  avoir 
énoncé  dans  cette  proposition  la  loi  du  carré  des  distances,  Newton  ajoute  : 
<  Le  cas  de  ce  corollaire  VI  est  celui  des  corps  célestes  comme  Hooke, 
Wr(»n  et  Halley  Tont  cliacun  conclu  des  observations.  » 
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Il  parait  que  ce  grand  homme,  fatigué  des  attaques  dont  il 
avait  été  assailli,  voulait,  au  moment  de  l'impression,  sup- 
primer le  troisième  livre  de  ses  Principes  et  ne  conserver  que 
les  deux  premiersavec  ce  titre  :  Demotu  corporum  ;  mais  Halley 
parvint  heureusement  à  le  faire  changer  de  résolution.  Ce 
troisième  livre  qui  a  pour  titre  De  mundi  systemale  renferme 
les  applications  au  système  du  monde  et  peut  être  regardé 
comme  le  couronnement  de  l'œuvre.  La  beauté  du  génie  de 
î^ewton  y  parait  plus  que  dans  les  deux  premiers,  à  cause  de 
la  variété  et  de  l'importance  des  sujets  qui  y  sont  traités. 
C'est  dans  cette  troisième  partie,  en  effet,  que  ce  grand 
géomètre  entreprend  d'expliquer  le  mouvement  des  planètes, 
les  inégalités  de  la  Lune^  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  etc, 
problèmes  dont  la  solution  offrait  alors  les  plus  grandes  dif- 
ficultés et  que  Newton  résout  avec  une  rare  élégance  par  la 
méthode  synthétique  des  anciens  géomètres. 

L'ouvrage  des  Principes  eut  du  vivant  de  l'auteur  trois 
éditions.  La  première  parut  à  Londres  en  1687  sous  le  titre  de 
Philosophiœ  naturalis  principia  mathematica^  in-4°,  et  fut  im- 
primée aux  fraisdela  Société  royale.  La  deuxième  fut  publiée  à 
Cambridge,  en  1713,  avec  des  additions  considérables,  et  la 
troisième  à  Londres,  en  1726,  par  les  soins  du  docteur  H« 
Pemberton,  l'ami  intime  et  le  confident  de  Newton.  A  ces 
deux  éditions  il  faut  encore  ajouter  celle  de  1739-1742 
que  publièrent  à  Genève  les  Pères  Le  Seur  et  Jacquier,  mi- 
nimes, et  la  traduction  française  de  Madame  du  Chastelet, 
parue  à  Paris  en  1759.  Cette  édition  en  2  volumes  in-4'»  con- 
tient  un  excellent  commentaire  attribué  à  Clairaut  et  est  très 
estimée. 
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Analyse  du  problème  fondamental  des 
perturbations 


I 


La  question  qui  consiste  à  déterminer  les  actions  réci- 
proques que  les  corps  célestes  exercent  les  uns  sur  les  autres, 
en  vertu  de  leur  attraction  mutuelle,  dépend,  en  dernière  ana- 
lyse du  problème  suivant,  célèbre  dans  l'histoire  de  la  Science 
sous  le  nom  de  Problème  des  trois  corp*.  Etant  données  les 
masses  de  trois  corps  ainsi  que  leurs  positions  et  leur  vi- 
tesses (celles-ci  en  grandeur  et  en  direction),  trouver  la 
courbe  que  ces  corps  doivent  décrire  en  vertu  de  leur  attrac- 
tion supposée  proportionnelle  à  leurs  masses  et  en  raison 
inverse  du  carré  des  distances. 

Ce  problème,  qui  n'a  été  résolu  jusqu'ici  que  par  approxi- 
mation, a  excité  les  effortsd  es  plus  grands  géomètres.  Ebauché 
d'abord  par  Newton  dans  ses  recherches  sur  le  système  du 
monde,  il  fut  repris  un  peu  plus  tard  par  Glairaut  d'Alembert 
et  Euler  qui  en  donnèrent  presqu'en  même  temps  une  solution 
générale.DepuiSyCe  problème  a  fait  l'objet  des  méditations  d'un 
grand  nombre  de  géomètres,  et  de  très  remarquables  tra- 
vaux se  sont  produits  qui  en  ont  avancé  la  solution  dans  le 
cas  général.  Cependant  cette  solution  est  loin  d'être  complète. 
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Des  douze  intégrations  qu'elle  exige,deux  seulement,  indépen- 
damment de  celles  qui  résultent  des  principes  des  aires  et 
des  forces  vives,  ont  pu  être  obtenues  directement  ;  il  en 
reste  donc  encore  six  à  faire.  Dans  Tétat  d'imperfection  où 
est  encore  Tanalyse,  on  doit  désespérer  d*y  parvenir,  et  c'est 
ce  que  les  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  question  ont 
très  bien  compris,  car  depuis  longtemps  ils  semblent  n  avoir 
eu  d'autre  but  que  de  perfectionner  les  méthodes  d'approxi- 
mation, afîn  de  les  rendre  applicables  au  cas  du  mouvement 
de  la  Lune  attirée  par  le  Soleil  et  par  la  Terre.  Nous  verrons 
dans  la  suite  de  cet  ouvrage  les  eiïbrts  qu'ils  ont  faits  pour  y 
parvenir  et  les  résultats  qu'ils  ont  obtenus. 

C'est  dans  la  onzième  Section  du  Livre  I  des  Principes  que 
Newton  a  renfermé  les  propositions  relatives  au  Problème  des 
trois  corps  et  qu'il  a  analysé  les  divers  effets  qui  résultent  de 
leur  attraction  mutuelle. 

Dans  la  proposition  LXVI,  ce  grand  géomètre  entreprend 
de  prouver  que  «  si  trois  corps  de  masses  inégales  s'attirent 
mutuellement  en  raison  inverse  du  carré  des  distances,  et  si 
i*on  considère  d'abord  les  attractions  des  deux  plus  petits  vers 
le  troisième  (autour  du  quel  ils  sont  supposés  tourner),  le  plus 
intérieur  des  deux  petits  corps  décrira  autour  de  ce  corps  cen- 
tral, comme  foyer,  des  aires  qui  approcheront  davantage 
d'être  proportionnelles  au  temps  et  une  orbite  plus  sensible- 
ment elliptique,  si  le  grand  corps  est  soumis  aux  attractions 
des  deux  autres  que  s'il  ne  Tétait  pas  ou  qu'il  le  fût  suivant 
une  loi  différente  de  celle  supposée.  » 

Pour  le  démontrer,  Newton  suppose  d'abord  que  les  deux 
plus  petits  corps  tournent  autour  du  plus  grand  dans  le  même 
plan.  11  décompose  alors  l'attraction  du  corps  extérieur  vers 


Digitized  by 


Google 


'22  INTRODUCTION    HISTORIQUE 

l'autre  petit  corps  en  deux  composantes,  Tune  dirigée  sui- 
vant une  parallèle  à  la  ligne  qui  va  du  corps  intermédiaire  au 
corps  central, et  l'autre  suivant  la  droite  qui  joint  le  corps  cen- 
tral au  corps  le  plus  extérieur.  La  première  de  ces  deux 
forces  s'ajoute  à  celle  qui  provient  do  l'attraction  mutuelle  du 
corps  intermédiaire  et  du  corps  central,  et  ne  change  en  rien 
la  loi  des  aires  ;  mais,  comme  elle  n'est  pas  rigoureu- 
sement proportionnelle  au  carré  des  distances,  elle  altère  la 
loi  de  la  force  suivant  laquelle  le  corps  intermédiaire  est  at- 
tiré vers  le  corps  central,  et,  par  suite,  déforme  l'orbite  dé- 
crite par  ce  corps.  Quant  à  la  seconde  force,  celle  qui  est  di- 
rigée suivant  la  droite  qui  va  du  corps  central  au  corps  exté- 
térieur,  elle  change  à  la  fois  la  proportionnalité  des  aires  et 
la  forme  de  Torbite  décrite,  et  ceci  pour  deux  raisons. 
La  première  c'est  que  cette  force  n'est  pas  dirigée  du  corps 
intermédiaire  au  corps  central,  et  la  seconde  c'est  qu'elle  n'est 
pas  réciproquement  proportionnelle  à  la  distance  qui  sépare 
ces  deux  corps.  En  général,  on  peut  dire  que  c'est  par  la  dif- 
férence entre  Tattraction  du  corps  central  vers  le  corps  ex- 
térieur et  la  seconde  composante  que  se  produit  la  double  al- 
tération dont  nous  parlons  ;  et  l'on  voit  qu'elle  est  d'autant 
plus  faible  que  cette  différence  d'attraction  est  plus  petite. 
La  même  conclusion  se  tire  du  cas  où  les  trois  corps  ne  sont 
pas  situés  dans  le  même  plan. 

Les  mêmes  lois  d'attraction  étant  posées,  Newton  démontre 
encore  (dans  les  deux  propositions  suivantes)  que  le  corps 
extérieur,  supposé  plus  petit  que  le  corps  central,  décrit  au- 
tour du  centre  de  gravité  des  deux  autres,  comme  foyer,  des 
aires  qui  sont  plus  près  d'être  proportionnelles  au  temps  et 
une  orbite  plus  approchante  de  la  forme  elliptique  qu'autour 
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du  corps  central,  et  que  cette  proposition  a  lieu  plus  exacte- 
ment encore  si  le  corps  central  est  attiré  par  les  deux  autres 
que  s'il  ne  l'était  pas  ou  qu*il  le  fût  suivant  une  loi  différente. 
Enfin  dans  la  proposition  LXIX,  ce  grand  géomètre,  en  consi- 
dérant* faction  que  chacun  des  corps  d'un  système  exerce 
successivement  sur  tous  les  autres,  parvient  à  cette  conclu- 
sion remarquable,  que  les  forces  absolues  de  deux  corps  l'un 
sur  Tautre  sont  entre  elles  comme  leurs  masses;  d'où  il  est 
naturellement  conduit  à  regarder  TattracUon  c^me  la  ten- 
dance qu*ont  toutes  les  molécules  de  la  matière  à  se  rappro- 
cher les  unes  des  autres,  quelle  que  soit  au  reste  la  cause 
physique  ou  métaphysique  de  cette  tendance. 

Les  conséquences  qui  découlent  de  ces  théorèmes,  et  en 
particulier  du  premier,  sont  nombreuses.  Newton  les  examine 
dans  les  corollaires  qui  suivent  et  rend  compte  avec  une 
grande  simplicité  des  changements  que  Taction  mutuelle  des 
trois  corps  introduit  dans  la  forme,  la  grandeur  et  la  position 
de  l'orbite  troublée,  d*après  les  différentes  situations  que  ces 
corps  peuvent  occuper  dans  l'espace.  Tous  ces  résultats  sont 
obtenus  à  l'aide  d'une  synthèse  rigoureuse,  et  c'est  vraiment 
admiral^Ie  de  voir  avec  quel  ordre  et  quel  enchaînement  New- 
ton les  établit  dans  cette  partie  de  son  ouvrage. 


H 


Un  corps  qui  loame  autour  d'an  autre  corps  doit,  eo  vertu 
des  lois  new^toniennes,  décrire  une  section  conique*  L*o>Mer* 
vation  et  le  calcul  ont  montré  que  cette  courbe,  dans  le  c-it 
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des  planètes  et  des  satellites,  était  une  ellipseayant  pour  foyer 
le  centre  de  l'autre  corps  et  obéissant  en  toute  rigueur  aux 
lois  de«  Kepler.  Mais,  si  à  l'action  de  ce  corps  on  joint 
celle  d'un  troisième  corps  placé  dans  un  plan  différent,  on 
rencontre  des  difficultés  qu'il  a  été  impossible  jusqu'ici  de 
surmonter. 

On  peut  facilement  et  de  plusieurs  manières  former  les 
équations  différentielles  qui  expriment  les  conditions  du 
mouvementfdes  trois  corps;  on  peut  même,  comme  nous 
le  verrons,  en  réduire  notablement  le  nombre  et  en  abaisser 
Tordre;  mais,  là  où  apparaît  la  difficulté,  c'est  lorsqu'on  veut 
intégrer  toutes  ces  équations  eif  termes  finis,  c'est-à-dire 
rigoureusement.  Les  méthodes  que  l'on  possède  dans  l'état 
actuel  de  l'analyse  sont  insuffisantes  pour  effectuer  tette 
intégration,  et  l'on  est  obligé  d'avoir  recours  à  des  appro- 
ximations qui  sont  surtout  fondées  sur  celte  supposition, 
que  la  masse  de  l'un  des  corps  attirants  est  beaucoup 
plus  grande  que  celle  des  deux  autres.  C'est  ce  qui  a  lieu  en 
particulier  lorsqu'on  applique  la  solution  du  Problème  des 
trois  corps  au  mouvement  de  la  Lune  troublé  par  le  Soleil 
et  par  la  Terre. 

Celte  difficulté  d'intégrer,  Clairaut  l'avait  rencontrée  au 
début  de  ses  recherches  sur  le  Problème  des  trois  corps,  et  elle 
lui  parut  si  considérable,  qu'il  ne  chercha  d*abord  qu'à  sim- 
plifier les  équations  du  problème  sans  s'occuper  de  leur  réso- 
lution. Il  y  revint  cependant  un  peu  plus  tard  et  présenta,  à 
l'occasion  d'un  prix  proposé  par  le  comte  de  Lauraguais,  de 
nouvelles  re  marques  sur  le  Problème  des  trois  corps,  qui  furent 
communiquées  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du 
23  juin    i759.  Dans  l'opuscule  qui  les  contient,  et  qui  a  pour 
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litre  Eéfleanons  sur  le  problème  des  trois  corps  (a),  etc.,  Clai- 
raut  parvient  avec  la  plus  grande  facilité  aux  six  équations 
différentielles  du  second  ordre  qui  expriment  les  conditions  du 
problème,  et,  par  des  transformations  très  simples,  il  tire  en- 
suite de  son  système  quatre  équations  dififérentielles  du  premier 
ordre  dont  deux  s'intègrent  entièrement.  Ces  deux  équations, 
comme  le  remarque  Clairaut,  ne  sont  qu'une  traduction  du 
théorème  de  Newton  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité; 
les  deux  autres  résultent  des  principes  de  la  conservation  des 
aires  et  des  forces  vives.  Glairautue  considère  dans  son  travail 
que  le  cas  où  les  trois  corps  se  meuvent  dans  le  même  plan  ; 
mais  il  fait  observer  que  sa  solution  peut  s'appliquer  sans  diffi- 
culté au  cas  où  le  mouvement  s'elTectue  dans  des  plans  différents. 

En  joignant  aux  quatre  premières  intégrales  dont  nous  ve- 
nons de  parler  deux  quelconques  des  équations  primitives, 
on  obtient  un  système  de  six  équations  différentielles  qui  ren- 
ferment la  solution  du  Problème  des  trois  corps,  pris  dans 
toute  sa  généralité.  Clairaut  le  remarque  à  la  Bn  de  son  ana- 
lyse, mais  ne  voyant  toujours  que  la  difficulté  de  parvenir  à 
une  solution  rigoureuse,  il  ajoute  :  Intègre  maintenant  gui 
pourra!  Et  jusqu'ici  personne  n'a  pu  le  faire. 

En  1772,  Lagrange  envoya  à  l'Académie  des  Sciences  un 
nouvel  essai  sur  le  Problème  des  trois  corps  qui  remporta  le 
prix  proposé  par  la  classe  des  sciences  mathématiques.  La 
méthode  que  ce  grand  géomètre  y  expose  est  très  belle  et  fort 
importante  au  point  de  vue  analytique.  Elle  consiste  à  n'em- 

(a)Ce  Mémoire  a  élA  inséré,  en  août  1759,  dans  le  Journal  des  savant». 
On  trouve  aussi  dans  le  même  journal,  n**  de  décembre  1760  et  janvier  1761, 
les  premiers  essais  de  Clairaut  sur  le  Problème  des  trois  corps,  tels  qu'Ua 
avaient  élé  d*abord  présentés  à  l'Académie  des  Sciences  dans  le  courant  de 
l'aonée  1747. 
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ployer,  dans  la  détermination  de  Torbite  de  chacun  des  corps 
Â,  B,  G,  d'autres  éléments  que  leurs  distances  mutuelles, 
c'est-à-dire  à  considérer  à  chaque  instant  le  triangle  va- 
riable formé  par  ces  trois  corps.  Envisagé  avec  cette  géné- 
ralité, le  Problème  des  trois  corps  comporte  alors  deux  re- 
cherches distinctes.  11  faut  d'abord  trouver  les  équations 
diiïérentielles  de  chaque  côté  du  triangle  mobile  autour  du 
centre  de  gravité  des  trois  corps;  et,  en  supposant  ces  distances 
déterminées  en  fonction  du  temps,  il  faut  ensuite  en  déduire 
les  orbites  relatives  de  ces^corps  par  rapport  à  un  plan  fixe 
quelconque.  Lagrange  rapporte  le  mouvement  des  trois  corps 
à  des  coordonnées  rectangulaires  et  parvient  très  simplement 
aux  équations  différentielles  du  second  ordre  qui  expriment  les 
mouvements  relatifs  des  corps  B  et  G  autour  du  corps  A,  et 
cellesquidélerminentlesorbitesrelativesducorpsG  autour  deB. 
Ces  équations  sont  au  nombre  de  neuf  et  se  transforment  faci- 
lement les  unes  dans  les  autres  à  cause  de  leur  forme  symé- 
trique. Lagrange  en  déduit  avec  facilité  les  quatre  intégrales 
premières  que  fournissent  le  principe  des  aires  et  celui  des 
forces  vives,  puis  il  réduit  les  six  premières  équations  primi- 
tives qui  renferment  lasolution  complète  du  problème  à  deux 
équations  différentielles  du  second  ordre  et  à  une  du  troisième. 
Ces  trois  équations  sont  moins  simples  que  les  primitives, 
car  elles  renferment  chacune  deux  signes  d'intégration  ;  mais 
elles  ne  contiennent  aucun  radical,  ce  qui  est,  comme  le  re- 
marque Lagrange,  un  avantage  précieux  dans  ces  sortes  de 
problèmes. 

Les  trois  côtés  du  triangle  variable  ABC  étant  ainsi  déter- 
minés en  fonction  du  temps,  on  peut  connaître  à  chaque  instant 
la  position  relative  que  les  trois  corps  occupent  dans  l'espace; 
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mais,  pour  avoir  l'orbite  même  de  ces  corps,  il  faut  déterminer 
les  coordonnées  qui  fixent  leurs  positions. 

Lagrangé  se  livre  à  cette  recherche  dans  la  seconde  partie 
de  sa  solution  et  parvient  à  onze  équations  seulement  entre  les 
six  coordonnées  des  corps  A  et  B  et  leurs  difTérenlielles  ;  il  en 
conclut  que  la  détermination  de  ces  inconnues  ne  peut  se 
faire  par  les  règles  ordinaires  de  Télimination,  et  montre 
comment  on  peut  y  arriver  à]  *aided*une  intégration.  Ce  grand 
géomètre  parvient  ainsi  aux  formules  qui  servent  à  déterminer 
les  orbites  des  corps  B  et  G  autour  du  corps  A  par  rapport  à 
un  plan  fixe  passant  parce  dernier  corps,  et  prouveque,  parmi 
tous  les  plans  que  Ton  peut  faire  passer  pas  le  corps  A,  il  y 
en  a  un  qui  doit  être  choisi  de  préférence,  comme  étant  le 
plus  propre  à  simplifier  le  mouvement  des  deux  autres;  il 
montre  ensuite  comment  les  mêmes  formules  peuvent  servir 
À  déterminer  les  positions  mutuelles  des  orbites  de  B  et  G. 


m 


La  solution  do  Problème  des  trois  corps  donnée  par  Lagrange 
-est,  comme  nous  venons  de  le  voir,  des  plu^  remarquables  ; 
cependant,  en  réduisant  les  six  équations  difTérentielles  do 
second  ordre,  qui  expriment  le  mouvement  relatif  des  trois 
-corps,  à  deux  équations  do  second  ordre  et  à  une  do  lroi<(iéme, 
ce  grand  géomètre  n'a  fait  qa*ajoater  une  intégrale  nouvelle 
h  celles  déjà  connues  des  aires  et  des  forcer  vives*  Dans  iK^^n 
système,  l'achèvement  de  la  solution  dépend  donc  encore  de 
^epi  intégrations. 
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Jacobi,  [qui  s'est  occupé  après  Lagrange  du  Problème  des 
trois  corps,  a  réduit  les  six  équations  différentielles  primitives 
à  cinq  équations  du  premier  ordre  et  à  une  seule  du  second.; 
il  a  donc  fait,  comme  Lagrange,  cinq  intégrations  {a),  mais  son 
analyse  présente  ce  caractère  remarquable  de  simplicité, 
que,  dans  les  équations  différentielles  du  problème,  les  dérivées 
secondes  des  coordonnées  prises  par  rapport  au  temps  sont 
toujours  représentées  par  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction  (la  fonction  des  forces), comme  cela  a  lieu  dansTétat 
primitif. 

La  transformation  que  Jacobi  fait  subir  aux  équations  du  pro- 
blème pour  arriver  à  ce  résultat  repose  sur  les  considérations 
suivantes.  Soient  m^  {x^  y^  z^,  m^  {x^  y^  z.^,  m^  {oc^  y^  z^) 
les  neufs  coordonnées  respectives  des  trois  corps  rapportées  à 
leur  centre  commun  de  gravité,  centre  que  Ton  peut  supposer 
en  repos.  Une  propriété  bien  connue  de  ce  centre  donne  entre 
ces  trois  systèmes  de  coordonnées  trois  équati(ms  linéaires  qui 
permettent  d'exprimer  ces  neufs  coordonnées  en  fonction  de 
six  variables  nouvelles  q^,  q^y  q^,  q^j  q^,  q^  et  d'un  pareil 
nombre  de  constantes,  ces  dernières  devant  satisfaire  seulement 
à  deux  relations  linéaires  de  môme  forme  que  les  précédentes. 
Par  la  substitution  des  relations  qui  lient  les  coordonnées  an- 
ciennes aux  nouvelles,  on  peut  alors  réduire  la  force  vive  du 
système  proposé  à  celle  d'un  système  de  deux  corps  fictifs 
ayant  jx  {q^,  q^,  ^5,),  jx^  [q^,  q^.  q^  pour  coordonnées;  et, par 
les  formules  connues  de  Lagrange,  on  en  déduit  aisément  les 

(a)  Ed  réalité,  Jacobi  a  fail  fix  iotégralioDS.  car  on  peut  facilement 
B*aBsurer  que  son  système  difTérenliel  est  réductible  à  un  système  de  six 
équations  du  premier  ordre.  Cette  remarque  curieuse  a  été  faite  eu  1863 
par  un  savant  géomètre  anglais  M.  A.  Gayley.  Voyez  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences.  T.  LVI. 
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équations  différentielles  du  mouvement  sous  la  forme  simple 
que  nous  avons  énoncée.  Quant  aux  deux  corps  fictifs  a,  (X|, 
ils  ne  s'écartent  des  corps  véritables  que  de  petites  quantités 
de  Tordre  des  forces  perturbatrices  ;  en  sorte  que,  dans  ane 
première  approximation,  on  peut  regarder  leur  mouvement 
autour  du  centre  de  gravité  des  trois  corps  romme  elliptique. 
Ayant  ainsi  réduit  le  Problème  des  trois  corps  à  un  problème 
du  mouvement  de  deux  corps,  Jacobi  démontre  :  i^'que  Tin- 
tersection  commune  des  plans  desorbitesdesdeux  corps  fictifs 
reste  constamment  dans  un  plan  fixe,  c'est  le  planjnvariable 
du  système;  2®  que  les  inclinaisons  des  deux  orbites  à  ce  plan 
fixe  et  les  paramètres  de  ces  orbites,  regardées  comme  des 
ellipses  variables,  sont  quatre  éléments,  dont  deux  quelconques 
déterminent  rigoureusement  les  deux  autres.  Il  est  donc  natu- 
rellement conduit  à  prendre  pour  variables  de  la  question  : 
V  les  inclinaisons  des  deux  orbites  au  plan  invariable  ;  2®  les 
deux  rayons  vecteurs  ;  3*  leurs  distances  au  nœud  ascendant 
commun  des  plans  des  deux  orbites  ou  les  angles  qu'ils 
forment  avec  l'intersection  commune  de  ces  plans  ;  et  4'  enfin 
l'angle  que  forme  cette  intersection  avec  une  droite  fixe  située 
dans  le  plan  invariable  ou  la  longitude  du  nœud  ascendant 
dés  deux  orbites.  Jacobi  remarque  en  terminant  que  ce  dernier 
angle  disparaît  entièrement  de  son  système  différentiel  et  se 
détermine  après  l'intégration  par  une  simple  quadrature.  Dans 
ce  système,  Félimination  des  nœuds  se  trouve  donc  complète- 
ment effectuée. 
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IV 


Dans  un  Mémoire  sur  Tlntégration  des  équations  différen- 
iielles  de  la  Mécanique,  M.  J.  Bertrand  est  parvenu  à  réduire 
la  question  à  Vintégration  de  six  équations,  toutes  du  premier 
ordre^  comme  dans  la  forme  définitive  du  système  de  Jacobi. 
Sa  méthode,  purement  analytique,  s'applique  à  l'intégra- 
tion  des  équations  de  forme  Hamiltonienne ,  et  consiste 
dans  la  recherche  des  intégrales  qui,  combinées  avec  celles 
dea  aires,  donnent  à  Téquation  de  Poisson  la  forme  illu* 
soire  0^0.  On  sait  que  cetle  circonstance  peut  avoir 
lieu  de  deux  manières  différentes  :  1**  lorsque  la  com- 
binaison (a,p),  au  lieu  d'être  une  fonction  des  variables 
Va  Pfflt  îji  îrti  ^  est  égale  à  zéro  ou  à  une  constante  numé- 
rique ;  et  2°  lorsque  cette  quantité  est  fonction  des  deux 
intégrales  (a)  et  (p)  de  sorte  que  la  relation  (a,p)  =  constante 
donne  une  intégrale  qui  rentre  dans  celles  déjà  connues  (a) 
et  [p].  Par  exemple,  quand  Tune  d'elles  (a)  est  celle  des 
forces  vives  et  que  l'autre  (p)  ne  contient  pas  le  temps,  on  a 
identiquement  (a,p)  =  G  et  aucune  intégrale  nouvelle  ne 
s'ajoute  à  celles  (a)  et  (p)  dont  on  est  parti.  Ces  divers  cas 
d'exception  doivent  sans  doute  limiter  beaucoup  l'emploi 
de  la  méthode  d'intégration  que  fournit  le  théorème  de 
Poisson  (a).  Mais,   dans  les  cas  mêmes   où  cette  méthode 

(a)    ConâidéruDS    les    équatioDS   du   mouvement    mises  sous  la   forme 

^^^  dl  '^  dqt'  dl  ""       dpi' 

H  étant  unâ  foiicUon  des  variables  Pi*..pny  9i*>*(//if  t, 
Gea  équations  étant  au  nombre  de  2n,  leur  intégration  fera  connaître  2n 
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échoae,  les  intégrales  (a)  et  (p)  jouissent  de  propriétés  par- 
tîcalières  dont  on  peut  souvent  tirer  parti  pour  achever  ou 
du  moins  pour  pousser  plus  loin  l'intégration  des  équations 
proposées.  C'est  ce  que  M.  Bertrand  a  fait  voir  dans  son 
Mémoire,  en  rattachant  l'un  à  l'autre  les  deux  cas  dans 
lesquels  le  théorème  de  Poisson  donne  des  résultats  illu- 
soires, et  en  montrant  qu'il  suffit  pour  les  étudier  de 
chercher  les  intégrales  qui  conduisent  à  des  résultats  iden- 
tiques. Il  a  été  ainsi  conduit  à  énoncer  le  principe  suivant, 
sur  lequel  est  fondée  sa  méthode.  Si  (ot)  et  (p)  sont  deux  in- 
tégrales d*un  môme  problème  de  mécanique,  et  si,  en  les 

iotégrales  renfermant  2nconBlante8  arbitraires  oti...»;»,  ^i.>*Pn  »  ^^  ^^  ^'on 
suppose  ces  intégrales  résolues  par  rapport  aux  constantes,  on  aura  2n 
équations  de  la  forme 

Cela  posé,  le  théorème  de  Poisson  consiste  en  ce  que,  si  (a)  et  0)  sont 
deux  intégrales  quelconques  de  ce  système,  la  quantité 

i  =  n 

2j\dqidpi       dpidqi) 
1  =  1 

que  Ton  représente  par  (a,^),  conserve  une  valeur  constante  pendant  ton.  e 
la  durée  du  mouvement. 

Cette  belle  propriété  des  intégrales  (a)  et  (^), que  Poisson  a  fait  connaître 
dans  son  premier  Mémoire  sur  la  variation  des  constantes  arbitraires,  four- 
nit une  méthode  très  remarquable  d'intégration  mise  en  lumière  par 
Jacobi.  En  effet,  («,^}  étant  une  fonction  de  Pi...p„»  9i.-.9/ii  "^  on 
régale  À  une  constante  arbitraire,  on  aura  en  général  une  troisième  inté- 
grale du  problème  proposé  ;  cette  troisième  intégrale  pourra  d'ailleurs,  par 
sa  combinaison  avec  Tune  des  deux  premières,  en  produire  une  quatrième  ; 
ceile-d  une  cinquième  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  complète  résolution  du 
problème.  Maliieureusement,  les  cas  dans  lesquels  la  combinaison  des 
deux  premières  intégrales  ne  fournit  aucun  résultat  nouveau  sont  excessi- 
vement nombreux,  ainsi  que  M.  Bertrand  Ta  montré  ;  mais  il  est  très 
remarquable  que  la  recherche  de  ces  cas  ait  pu  conduire  A  une  nouvelle 
Méthode  d'intégration. 
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combinant  par  la  méthode  de  Poisson,  on  trouve  une  troi- 
sième intégrale  (a,p)  =  Y»  puis  une  quatrième  (a, y)  =  Ç  etc., 
en  sorte  que  Ç  =  F  (a,  p,  y...  tj),  il  existe  toujours  une  cer- 
taine intégrale  de  forme  Ç  =  /'(a,p...r|)  qui, combinée  avec  (a), 
donne  identiquement  (a,  î)  =  1. 

Edmond  Bour.  en  partant  des  formules  de  M.  Bertrand, 
est  arrivé,  dans  un  Mémoire  inséré  au  XXXVl'  cahier  du 
Journal  de  Vécoîe  polytechnique,  à  huit  variables  fonctions 
de  celles  de  M.  Bertrand,  et  il  a  donné  les  équations  géné- 
rales du  mouvement  sous  la  forme  canonique  que  nous  avons 
considérée  plus  haut.  La  valeur  de  H  qui  figure  dans  ces 
équations  a  une  forme  particulièrement  remarquable,  en  ce 
sens  qu'elle  est  la  différence  H^  —  û  de  deux  fontions  dont 
Tune,  H^ ,  est  précisément  ce  que  deviendrait  H  si  le  mouve- 
ment s'effectuait  dans  un  pian,  et  dont  l'autre,  û,  désigne  une 
fonction  perturbatrice  égale  au  produit  d'une  constante 
dépendante  des  aires  par  la  masse  des  moments  d'inertie 
des  deux  corps  mobiles  autour  d'un  certain  axe,  et  divisé  par 
le  carré  de  la  surface  du  triangle  formé  par  les  trois 
corps.  Par  ce  travail  de  Bour  il  est  donc  démontré  que,  pour 
résoudre  le  Problème  des  trois  corps  dans  le  cas  général,  il 
suffit  d'intégrer  le  cas  où  le  mouvement  de  ces  corps  a  lieu 
dans  un  plan  et  d'avoir  ensuite  égard  à  une  fonction  per* 
turbatrice  û  définie  comme  nous  venons  dé  le  dire. 

Cette  liaison  que  Bour  a  établie  entre  le  problème  à  deux 
dimensions  et  le  problème  à  trois  dimensions  résulte,  nous 
devons  le  dire,  d'une  analyse  assez  compliquée.  Dans  ces  der- 
niers temps,  un  habile  géomètre  italien,  M.  Brioschi,  auquel 
la  science  est  redevable  de  plusieurs  travaux  importants,  est 
parvenu  à  un  système  de  huit  équations    différentielles  de 
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forme  canonique,  et  il  a  retrouvé  très  simplement  .les 
variables  employées  par  Bour  dans  sa  transformation.  Hais 
son  analyse,  comme  celle  de  Jacobi,  fait  dépendre  implicite- 
ment la  solution  du  problème  de  sept  intégrations. 


Après  avoir  donné  dans  son  Essai  les  équations  différent 
tielles  qui  renferment  la  solution  complète  du  Problème  des 
trois  corps,  Lagrange  en  a  déduit  la  solution  rigoureuse  dans 
quelques  cas  particuliers  qui,  bien  que  n*ayant  pas  lieu  dans 
le  système  du  monde,  peuvent  cependant  être  employés 
quand  les  coordonnées  de  ces  corps  et  leurs  vitesses  initiales 
remplissent  certaines  conditions  déterminées. 

Pour  que  ces  solutions  particulières  puissent  avoir  lieu,  il 
faut,  comme  Lagrange  Ta  démontré,  que  les  dislances  entre 
les  trois  corps  soient  constantes  ou  gardent  au  moins  entre 
elles  un  rapport  constant.  C'est  ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans 
deux  cas  distincts,  savoir  :  lorsque  ces  distances  sont  toutes 
égales  entre  elles,  en  sorte  que  les  trois  corps  forment  cons- 
tamment un  triangle  équilatéral,  et  lorsque  Tune  d'elles  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  autres,  auquel 
cas  les  trois  corps  sont  toujours  rangés  sur  une  même  ligne 
droite.  Dans  ces  deux  cas,  chacun  des  trois  corps  décrit  au- 
tour des  deux  autres  ou  autour  du  centre  commun  de  gravité, 
des  courbes  semblables  et  semblablement  placées,  et  la  loi  du 
mouvement  de  chaque  corps  est  la  même  que  pour  un  point 
matériel  attiré  vers  un  centre  fixe.  On  tombe,  en  effet,  sur 
les  solutions  particulières   dont  nous   parlons  lorsque,  trois 

AdTROROMIB  THÉOIIIQUB.  3 


Digitized  by 


Google 


34  INTRODUCTION   HISTORIQUE 

points  matériels  étant  supposés  s'attirer  proportionnellement 
à  la  masse  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  an 
cherche  les  conditions  nécessaires  pour  t\ue  le  mouvement  de 
deux  quelconques  de  ces  points,  autour  du  troisième  ou  autour 
du  centre  de  gravité,  soit  de.  même  nature  que  celui  de  deux 
points  s'attirant  seuls  suivant  la  même  loi. 

11  est  assez  singulier  que,  jusqu*^  ces  derniers  temps,  aucun 
géomètre  n*ait  senti,  la  nécessité  d'examiner  si  le  système 
formé  par  ces  deux  solutions  était  stable  par  lui-même. 
Laplace,  qui  a  fait  connaître,  au  livreXde  Ibl  Mécanique  céleste, 
les  conditions  spéciales  que  doivent  remplir  les  masses,  les 
distances  et  les  vitesses  initiales  des  trois  corps,  pour  que  le 
mouvement  puisse  exister  dans  la  nature,  ne  s'est  pas  de- 
mandé si  ce  mouvement  était  permanent;  et, en  appliquant 
la  seconde  solution  au  système  formé  par  le  Soleil,  la  Terre  et 
la  Lune,  il  a  été  conduit  à  une  conclusion  peu  exacte,  ainsi 
que  M.  Liouville  Ta  fait  voir  dans  les  Additions  à  la 
Connaissance  des  Temps  pour  Tannée  i845. 

Pour  nous  placer  au  point  de  vue  envisagé  par  Laplace 
dans  la  seconde  solution,  admettons  que  le  Soleil,  la  Terre  et 
la  Lune  se  soient  trouvés  placés  en  ligne  droite  à  une  époque 
arbitraire,  prise  pour  origine.  Nous  reconnaîtrons  avec  cet 
illustre  auteur  que  si,  après  avoirétabli  une  relation  conve- 
nable entre  les  niasses  et  les  distances  de  ces  trois  corps,  on 
imprime  à  la  Lune  et  à  la  Terre,  autour  du  centre  du  Soleil,  des 
vitesses  parallèles  entre  elles  et  proportionnelles  aux  rayons 
vecteurs,  les  trois  masses,  sous  l'influence  de  leurs  actions 
réciproques,  resteront  constamment  en  ligne  droite,  la  droite 
qui  les  contient  étant,  bien  entendu,  mobile,  c'est-à-dire  exé- 
cutant un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour  du  Soleil. 
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Laplace  démontre,  en  outre,  que  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  masses  et  les  distances  des  trois  corps  se  trouve  satis- 
faite lorsqu'on  place  la  Lune  à  une  distance  de  la  Terre  égale 
à  très  peu  près  à  la  centième  partie  de  la  distance  de  la  Terre 
au  Soleil  ;  et  il  en  conclut  que  si,  à  Tépoque  prise  pour  origine, 
la  Terre  et  la  Lune  s'étaient  trouvées  placées  sur  une  même 
droite,  à  des  distances  respectives  du  Soleil,  proportionnelles 
à  100  et  à  101, et  si,  de  plus^  on  leuravait  imprimé  des  vitesses 
parallèles  et  proportionnelles  à  ces  distances,  la  Lune  eût  été 
sans  cesse  en  opposition  avec  le  Soleil  ;  ces  deux  astres  se 
seraient  succédé  Tun  à  l'autre  sur  Thôrizon,  et  comme,  à 
cette  distance,  la  Lune  n'eût  point  été  éclipsée,  sa  lumière 
pendant  les  nuits  aurait  constamment  remplacé  la  lumière 
du  Soleil  (a). 

Mais,  pour  l'exactitude  de  cette  proposition,  il  faudrait, 
comme  l'a  fait  remarquer  M.  Liouvilie,  que  le  système 
formé  par  les  trois  corps  fût  stable,  c'est-à-dire  que,  dérangé 
tant  soit  peu  de  sa  position,  il  tendit  constamment  à  y  revenir. 
Or,  c'est  ce  qui  est  loin  d'avoir  lieu,   ainsi  que  M.  Liouvilie 


[a)  Mécjtnique  céleste,  livre  X,  ehap.  VI,  Celle assdrtioa  a  étd  reproduite 
UQ  peu  plus  tard  dans  le  livre  IV  de  VExpoeilion  du  système  du  monde 
€  Quelques  parlisaos  dos  causes  finales,  dit  LAplace,  ont  imaginé  que  la 
Lune  a  été  doaaée  à  la  Terre  pour  l'éclairer  peudanl  les  nuits.  Dans  ce  cas, 
la  nature  n'aurait  point  atteint  le  but  qu*elle  se  serait  proposé,  puisque 
nous  sommes  souvent  privés  à  la  fois  de  la  lumière  du  Soleil  et  de  celle  de 
la  Lune.  Pour  y  parvenir,  il  eût  suffi  de  mettre,  à  l'origine,  la  Lune  en  oppo- 
sition avec  ieSoleil,  dans  le  plan  môme  de  Técliptique,  à  une  distance  égale 
à  la  centième  partie  de  la  distance  de  la  Lune  au  Soleil,  et  de  donner  à  la 
Lune  ei  à  la  Terre  des  vitesses  parallèles  et  proportionnelles  à  leurs  dis- 
tances à  cet  astre.  Alors  la  Lune,  sans  cesse  en  opposition  avec  le  Soleil, 
eût  décrit  autour  de  lui  une  ellipse  semblable  à  celle  de  la  Terre;  ces  deux 
aatrea  ae  seraient  succédé  Tun  à  Taulre  sur  Tborizon,  et  la  lumière  de  la 
Lune  aurait  constamment  remplacé  celle  du  Soleil.  > 
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Ta  démontré  dans  son  Mémoire.  Ce  grand  géomètre,  en  sou- 
mettant cette  question  de  stabilité  à  l'analyse,  a  reconnu,  en 
efTei,  que  Tétat  particulier  de  mouvement  qui  nous  occupe 
est  instable,  et  que  les  effets  des  causes  perturbatrices,  loin 
d*étre  contrebalancés  par  les  actions  mutuelles  des  trois  corps, 
sont,  au  contraire,  agrandis  d'une  manière  rapide,  et  cela, 
quels  que  soient  les  rapports  de  grandeur  existant  entre  les 
masses.  Il  en  a  donc  conclu  que  si  les  conditions  énoncées  par 
Laplace  s^étaient  trouvées  remplies  à  l'origine  du  mouvement, 
la  lumière  de  la  Lune,  loin  de  remplacer  celle  du  Soleil  pen- 
dant les  nuits,  aurait  été  probablement  beaucoup  moins  fré- 
quente qu'elle  ne  l'est  dans  l'état  actuel  des  choses. 

Relativement  au  système  formé  par  la  première  solution, 
M.  Gaschaud  a  fait  voir  qu'il  est  stable  quand  le  carré  de  la 
somme  des  trois  masses  m^^rn^,  Wj,  divisé  par  la  somme  de 
leurs  produits  deux  à  deux  m^  m^,  m^  wig,  m^  ma,  est  plus 
grande  que  27,  inégalité  qui  se  trouve  toujours  satisfaite 
dans  le  système  formé  par  le  Soleil,  la  Terre  et  la  Lune,  où 
l'une  des  masses  est  incomparablement  plus  grande  que  celles 
des  deux  autres. 
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D'ASTRONOMIE  THÉORIQUE 


Première  Partie 

KXPOSITION  DU  CALCUL  DES  PERTURBATI9NS  PLANÉTAIRES 
ET  LUNAIRES 


LIVRE     I 

Théorie  du  mouvement  elliptique  —  Première  approximation 
du  mouvement  héliocentrique  des  planètes 

CHAPITRE  I 

Équations  différentielles  du  mouvement  liéliocen- 
trique  des  planètes 

I.  —  Des  éléments  qui  cc»nstituent  une  inégalité.  —  Défi- 
nition DU  COEFFICIENT,  DE  L'arGUMENT  ET  DE  LA  PÉRIODE. 

Les  mouvements  des  planètes  et  des  satellites  ne  sont  pas 
rigoureosemefit  soumis  aux  lois  de  Kepler.  En  vertu  de  leur 
attraction  mutuelle,  ces  corps  se  meuvent  dans  des  orbites 
qui  changent  à  chaque  instant  de  forme  et  de  position  dans 
l'espace.  Ainsi,  la  grandeur  et  la  position  du  grand  axe  d*une 
planète,  son  excentricité,  la  ligne  des  nœuds  et  son  inclinai- 
son, ne  sont  pas  des  éléments  rigoureusement  constants.  Ces 
éléments  éprouvent  des  variations  continuelles  que  Tobser- 
Talion  a  fait  connaître  et  que  la  théorie  détermine.  On  les 
nomme  perturbations  ou  inégalités.  Comme  la  masse  du 
Soleil  est  incomparablement  plus  grande  que  celle  des  pla- 
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nèles,  ces  variations  ou  perturbations  sont  toujours  très 
petites,  et  ce  n'est  généralement  qu'au  bout  d'un  très  long 
espace  de  temps  qu'elles  sont  rendues  sensibles  à  l'observa- 
teur ;  toutefois,  leur  évaluation  exacte  est  nécessaire,  lors- 
qu'on veut  construire  des  Tables  générales,  qui  fassent  con- 
naître avec  précision  et  pour  un  temps  indéGni  les  mouve- 
m  ents  des  corps  célestes  autour  du  Soleil. 

Les  variations  que  subissent  ainsi  les  éléments  de  l'orbite 
elliptique  par  Teffet  des  attractions  mutuelles  sont  de  deux 
sortes.  On  les  distingue  en  inégalités  périodiques  et  en  iné- 
galités séculaires.  Les  premières  dépendent  de  la  position  des 
planètes,  soit  entre  elles,  soit  à  l'égard  de  leurs  nœuds,  et  se 
rétablissent  toutes  les  fois  que  ces  positions  redeviennent  les 
mêmes,  c'est-à-dire  «près  un  très  petit  nombre  de  révolutions. 
Les  secondes,  au  contraire,  indépendantes  de  la  configuration 
des  planètes  et  de  leurs  positions  respectives,  croissent  avec 
une  extrême  lenteur  et  finissent,  en  s'accumulant,  par  changer 
entièrement  la  forme  et  la  position  de  l'orbite  décrite.  Comme 
les  premières,  elles  sont  bien  périodiques,  mais  la  durée  de 
leur  période  est  incomparablement  plus  grande  que  celle  des 
inégalités  périodiques  proprement  dites. 

La  propriété  qu*ont  les  sinus  et  cosinus  de  reprendre  les 
m  émes  valeurs,  après  l'addition  d'un  nombre  quelconque  de 
circonférences,  les  rend  éminemment  propres  à  représenter 
toutes  les  inégalités  dont  les  mouvements  des  corps  célestes 
peuvent  être  affectés.  Dans  la  théorie  des  mouvements  plané- 
taires, les  termes  qui  ccmposent  les  inégalités  que  l'on  a  à 
considérer  sont  ordinairement  de  cette  forme 
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9  est  le  coefficient  de  Tinégalité,  4}t  Vargument  ou  Tangle 
dont  elle  dépend,  et  3  un  coefficient  fonction  comme  P  des 
éléments  des  orbites  planétaires  à  une  époque  donnée.  Géné- 
ralement $  est  exprimé  par  une  suite  de  termes  tels  que 

*  =  m  +  iV  +  iV  +  ..., 

n,  n\  n"  étant  les  moyens  mouvements  des  diverses  planètes 
dont  on  considère  les  actions  réciproques,  et  i,  t",  t"  des 
nombres  entiers  quelconques.  Gomme  la  plus  grande  valeur 
que  puisse  acquérir  le  sinus  ou  le  cosinus  est  Tunité,  on  voit 
que  p  est  le  maximum  des  valeurs  par  lesquelles  peut  passer 
rînégalité,  lorsque  Tangle  ^t  ou  son  argument  varie  de  G*  à 
360^.  La  grandeur  de  Tinégalité  dépend  ainsi  de  son  coeffi- 
cient et  doit  changer  de  signes  comme  le  sinus  ou  le  cosinus 
qui  entre  dans  son  expression;  elle  est  nulle  toutes  les  fois 
qae  ce  sinus  ou  ce  cosinus  se  réduit  à  zéro.  L'intervalle  de 

.  temps  qui  sépare  deux  retours  consécutifs  de  Tinégalité  à  la 
même  valeur  se  nomme  ^e^  période;  cet  élément  a  donc  pour 

expression 

-K  désignant  la  demi- circonférence  ou  180^. 

IL  Du  PROBLÈME  DES  PERTURBATIONS  PLANÉTAIRES.  —  SIMPLI- 
FICATIONS QUE  LA  DISPOSITION  PARTICULIÈRE  DE  NOTRE  SYSTÈME 
INTRODUIT  DANS  LA  SOLUTION  DE  CE   PROBLÈME. 

La  recherche  du  mouvement  héliocen trique  des  planètes, 
en  ayaiit  égard  à  toutes  les  causes  de  perturbation,  constitue 
un  problème  qui,  par  sa  complication,  présenterait  des  diffi- 
cultés insurmontables  s*il  fallait  le  résoudre  dans  toute  sa 
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généralité.  L'analyse  la  plus  profonde  a  été  impuissante  jus- 
qu'ici à  en  donner  une  solution  directe,  et  ce  n*est  qu'en  se 
fondant  sur  certaines  simplifications  que  les  géomètres  sont 
parvenus  à  le  résoudre  par  approximation.  La  constitution  de 
notre  système  planétaire  offre  pour  cela  des  avantages  dont  il 
était  aisé  de  profiter.  En  effet,  eu  égard  à  la  petitesse  des 
dimensions  des  corps  célestes  par  rapport  à  leurs  distances 
mutuelles  et  à  la  presque  sphéricité  de  leur  forme,  on  a  pu 
d'abord  faire  abstraction  de  leur  figure  et  les  considérer 
comme  de  simples  points  matériels  placés  à  leurs  centres  de 
gravité  respectifs.  Cette  circonstance,  qui  ramène  la  recherche 
^n  mouvement  des  corps  célestes  à  celle  du  mouvement  de 
leurs  centres  de  gravité,  a  une  grande  importance  dans  la  ques- 
tion qui  nous  occupe,  car  elle  permet  d'écrire  presque  immé- 
diatement et  sous  leur  forme  la  plus  simple  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement.  Ce  que  nous  disons  des  planètes 
relativement  au  Soleil  a  également  lieu  pour  les  satellites  à 
l'égard  de  leur  planète  principale,  c'est-à-dire  que,  la  dis- 
tance de  ces  astres  à  leur  planète  centrale  étant  très  petite 
relativement  aux  distances  qui  séparent  la  planète  du  Soleil  et 
des  antres  planètes,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  regarder 
l'action  exercée   par   l'ensemble  d'une  planète    et   de   ses 
satellites  sur  les  autres   corps  du  système  solaire  comme 
étant  la  même  que  si  toute  la  masse  de  la  planète  et  de 
ses  satellites  était  réunie  à  leur  centre  commun  de  gravité. 
Et  comme  l'action  exercée  par  les  autres  corps  du  système 
solaire  est  la  même  sur  la  planète  et  sur  ses  satellites,  on  voit 
encore  que  ces  derniers  corps  se  mouvront  autour  de  la  pla- 
nète à  très  peu  près  de  la  même  manière  que  s'ils  n'étaient 
soumis  qu'à  l'action  seule  de  cet  astre. 
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Une  autre  simplification  importante,  et  que  la  disposition 
particulière  de  notre  système  introduit  dans  la  solution  du 
problème,  résulte  de  la  petitesse  des  masses  planétaires  com- 
parativement à  celle  du  Soleil.  On  sait,  en  efiet,  que  la  masse 
de  la  plus  grosse  planète  est  au  moins  mille  fois  plus  petite 
que  celle  du  Soleil,  et  qn*un  rapport  plus  petit  encore  existe 
entre  les  masses  des  satellites  et  celles  de  leurs  planètes  prin- 
cipales. 11  en  résulte  que  l'on  peut,  dans  une  première  appro- 
ximation, faire  abstraction  des  actions  provenant  des  diverse» 
niasses  perturbatrices,  actions  qui  sont  proportionnellement 
fort  petites,  et  n'avoir  égard,  dans  le  mouvement  du  corps  que 
l'on  considère,  qu'à  l'action  seule  du  Soleil,  action  qui  est  en 
effet  de  beaucoup  la  plus  considérable  et  la  plus  prépondé- 
rante du  mouvement.  La  forme  de  l'orbite  décrite  est  alors 
celle  d'une  ellipse  que  l'on  peut  corriger  par  des  approxima- 
tions successives,  en  appliquant  aux  éléments  de  cette  courbe 
les  termes  perturbateurs  qui  naissent  des  actions  réciproques 
développées  par  les  autres  planètes.  Cette  méthode,  qui  per- 
met d'arriver  ainsi  par  essais  successifs  et  d'une  exactitude 
toujours  croissante  à  la  connaissance  du  mouvement  troublé, 
s'applique  aisément  aux  planètes  ;  mais  elle  devient  très  pé- 
nible dans  le  cas  de  la  Lune,  à  cause  de  la  grandeur  de  la 
force     perturbatrice    qui     augmente    considérablement    le 
nombre  des  inégalités  et  rend  beaucoup  moins  convergentes 
les  séries  à  mesure  que  l'on  s'élève  dans  l'ordre  des  approxi- 
mations. 


Digitized  by 


Google 


^2  LIVRE  I   —   CHAPITRE  I 


Ilï.  —  ÉquatioxNs  oui  Définissent  le  mouvement  des  planètes 

AUTOUR  nu  SOLEIL,  ABSTRACTION  FAITE  DE  LEUR  FIGURE. 


Nous  allons,  dans  ce  paragraphe,  nous  proposer  d'établir 
les  équations  difTérenlielles  qui  déterminent  le  mouvement 
troublé  des  corps  célestes  autour  du  Soleil,  abstraction  faîte 
de  leur  figure,  c*est-à-dire  en  les  considérant  comme  de 
simples  points  matériels  placés  à  leurs  centres  de  gravité  res- 
pectifs. 

Soient  donc,  dans  cette  hypothèse,  m,  m',  m"...  les  masses 
ou  points  matériels  des  différents  corps  qui  composent  notre 
système  ; 

^y  y^  ^\  ^  1  y\  -2-'...  les  coordonnées  respectives  de  ces 
corps,  rapportées  au  centre  M  du  Soleil  pris  pour  origine  ; 

r,  r ,  r*'...  les  distances  Mw,  M»i',  Mw^...  de  ces  corps  à 
celui  M  ; 

p,  p',  f  leurs  dislances  mutuelles  ou  mw',  wm*... 

On  aura 


f  =  ^ï^2  ^  (^^  _  ^)a  +  (y'  ~  y?  +  {^'-^?. 
p'^  =  ^^i^2  =  i^x"  -  xY  +  (/-  y)^  +  {^-^)\ 


(a) 


\ 
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Posons,  dans  le  cas  de  trois  corps  M,  m,  m\ 

a  =  M  -j-m. 

Dans  «on  mouyement  relatif  autour  de  M,  le  corps  m  sera 
soumis  aux  trois  forces  •'^'  -j»  "tj  respectivement  dirigées  sui- 
vant les  lignes  mM,  mm\  m'M  ;  et,  comme  les  cosinus  des  . 

angles  que  font  les  directions  de  chacune  de  ces  forces  avec 

,,         ,                         .                                 ,      X  X  —  X  aS 
1  axe  des  x  ont  respectivement  pour  expression  -> ?  ->> 

on  aura,  pour  les  composantes  de  ces  forces  dirigées  suivant 
le  même  axe, 

,  V  uxc        m*  (x*  —  x\        nix' 

.   (*)  ■^'    — ^-p — ■'-    71-; 

pour  les  composantes  des  mêmes  forces  dirigées  suivant  Taxe 
des  y,  on  aurait  pareillement 

«t  pour  celles  parallèles  à  Taxe  des  z, 

La  somme  des  trois  composantes  (a),  (^),  (y)«  pour  chaque 

direction,  est  évidemment  la  composante  totale,  suivant  cette 

direction,  de  la  force  qui  agit  sur  le  corps  m,  force  qui  est  égale 

dbX  cPf/        dPz 
€t  de  signe  contraire  à  l'accélération  -^j  -^  ou  -^j-  D'après 

cela,  et  en  étendant  ces  considérations  à  un  nombre  quel- 
conque de  corps  m^,  m'^...,  on  aura  dune,  pour  les  équa- 
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lions  du  mouvement  reialir  de  m  autour  de  M, 

ÇPf  ,    |X£        Y,         (x'  —  X        x'\ 


Le  signe  V  indique  que  chaque  masse  m^  m*",,,  introduit 

dans  les  équations  (A)  un  terme  semblable  à  celui  qui  résulte 
de  Faction  de  m'  sur  m,  terme  que  Ton  obtiendrait  en  chan- 
geant, dans  les  seconds  membres  de  ces  équations.  m\  p,â?'  et 
r'  en  m",  p',  ai',  r^;  m"",  ^\  af\  ii^\.. 

Maintenant,  on  déduit  des  équations  (a)  qui  précèdent 

d  1 al  —  œ        d  1 \f  —  y         d^K j?^  —  z 

dx  ^  p'  rfy  p  p*  rfz  p  p® 

Quant  aux  termes  —p^^  -^^  -73'  comme  r  est  indépendant  de 
0?,  y,  ^,  ce  sont  les  dérivées  prises  par  rapport  à  ces  variables 

En  posant  donc 


on  aura 


rf<>  +  r»  ~~  (to' 
(Cl  j   <Û»  ^  r»  ""  rfy 
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Ces  équations  déterminent  le  mouvement  du  corps  m  autour 
de  M.  Et  l'on  obtiendrait  des  équations  semblables  pour  cha- 
cun des  autres  corps  in\  m^..  du  système,  en  accentuant 
convenablement  les  lettres  m,  x,  y,  z,  r.  On  serait  ainsi  con- 
duit à  autant  d*équations  diiTérentielles  du  second  ordre 
quMl  y  a  de  coordonnées  x,  y,  jt,  œ\  y\  z  à  déterminer  en 
fonction  de  la  variable  t  prise  pour  le  temps. 


.IV.  —  Intégrales  fournies  par  les  équations  précédentes 

Les  seules  intégrales  rigoureuses  qu*on  ait  pu  tirer  jus-, 
qu'ici  du  système  des  équations  (G) ,  réunies  aux  équations 
semblables  relatives  à  m',  nC.*, ,  sont  celles  qui  résultent  des 
principes  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de 
gravité,  des  aires  et  des  forces  vives.  Comme  les  deux  der- 
nièr»{s  de  ces  intégrales  nous  seront  particulièrement  utiles 
dans  la  suite,  nous  allons  les  développer  ici,  en  ne  supposant, 
pour  simplifier,  que  deux  planètes  m  et  m'. 

Dans  ce  cas,  les  formules  (A)  du  paragraphe  précédent  se 
réduisent  aux  suivantes  : 


— +^  =  »^ 


dt^  ^  T 


\_das  ~  P» J' 

^  +  73-  =  »»  L-^-jTîJ; 
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1  il 

et^  en  supposant  mm!  -•  =  x*  ^^^  "  = ?  X»  ^^  P®"^  ^^""^ 

donner  celte  forme  : 


d}x  1   t*^  I   »*'^ A  £[^ 

d/^  i~  ^3  T"  ^'3   —  ^  ^' 


d<«  ^  r'  ^   r'3   ""  w  rfi' 


Mulliplions  la  première  de  ce»  formules  par 

JX  +  w' 


m.y  4-  mV 
my  —  m    ^  ^  _,^  » 


la  seconde  par 


+      nM!7  -I-  nîx* 
m 7--> 


et  les  équa^ons  semblables  relatives  à  a?'  et  à  y  par 


mi/ —  »i \ r^î      —  wa?  -+■  w  ; ; — > 


respectivement.  En  ajoutant  ensemble  les  produits  ainsi  for- 
més, et  observant  que,  parla  nature  de  la  fonction  /, 

dx^  dx'        '         dy^  dy'        '      ' 
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on  aura 

"^K — dT^ — j  +  '^K—df^ — ; 

,  my  +  m V       d^œ  ,         rf V 
+     ^  +  m'     "^  rfï5-  +  ^  -difl 

mx  4-  mV       rf'y   ,       ,  rf  V 
|x  +  m  rf/'    '         dt^         * 

d'où,  en  appelant  C  une  constante,  et  intégrant  ; 

'      p.  +  w  rf^    '  c?^ 

équation  que  Ton  peut  mettre  sous  cette  forme: 

Mm  (^^ÈLz^'j  +  Mm'  (^'^y'-y"^) 
_^_  ^^.  Ha?'  -  g?)  (rfy'  -  dy)  -  [y'  -  y)  {dx'  -  dxT\ 


G.    . 


On  parviendrait  de  la  même  manière  aux   deux   autres 
intégrales  suivantes: 

M^  ^££^.-^^  _j_  ^^,  ^'da,'-  x'dz'^ 
^  W  r  W  -  z)  idx'  -  da>)  -  {<v-  -  X)  idz'  -  dzn  ^  ^, 

Mm  (y^^  -"^^)  +  Mm'  (y'^^'  "  ^'^y') 
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dans  lesquelles  G'  et  C^  désignent  des  constantes  arbitraires. 
Ces  intégrales,  jointes  à  la  précédente,  renferment  le  principe 
de  la  conservation  des  aires. 
Si  Ton  multiplie  encore  la  première  des  équations  (A')  par 


la  seconde  par 
la  troisième  par 


^     ,         a     mdx  4-  m'dx' 

*  I*  4-  »» 


-     ,         -     mdz  +  m'dz' 
imdx  —  2»n f — ; — > 


et  les  équations  semblables  en  a>',y',x'  par 

2m  dx  —  âm  — ; —  » 

respectivement;  puis  qu*on  ajoute  ensemble  ces  différents 
produits  et  qu*on  observe  que,  par  la  nature  de  la  fonction  ^, 

^   x^^y  ^  j^  ^lL EL  A^^L. 

dx'^dx-''^'       dy^dy"''^'      dz'^dz''^'^' 

on  aura,  après  avoir  intégré, 

ctoa  +  rfyï-frf^a  ,  dx'^  +  dy'^  +  dz'^ 

_  (mdx  +  m'dx'Y  +  (mdy  +  mViy^  +  (mc?^  +  m'dz)'^ 
[v^  +  m')dt^ 

-2[MÇ  +  5^)-,]  =  con.., 
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OU  bien 


-\-  mm  I  ^ 


«» dT* +"*  dT^        J 

(rfy  —  rfy)»  4-  {ds'  —  rf^)» 
dt* 


-2(,.  +  »,')[m(^  +  7)  +  x]  =  a. 

A  étanl  une  constante  arbitraire.   Cette  équation  renferme  le 
principe  de  la  conservation  des  force»  vives. 


Y.  —  Réduction  du  problème  nrs  n  corps  a  celui  du  mou- 
vement DE  n  —  4  corps  fictifs.  —  Substitution  linéaire 
DE  Jagobi. 


Dans  son  mémoire  sur  V Élimination  des  nœuds  dans  le  pro- 
blème des  trois  corps^  Jacobi  a  fait  connaître  une  transforma- 
tion très  remarquable  qui  permet  de  remplacer  le  mouvement 
de  n  corps,  qui  s'attirent  mutuellement,  par  celui  de  n  —  1 
corps  fictifs,  ayant  môme  fonction  des  forces  U,  et  pour  lequel 
les  principes  de  la  conservalion  des  aires  et  des  forces  vives 
ne  cessent  pas  d'avoir  lieu.  Nous  avons  déjà  analysé  cette 
transformation  dans  la  seconde  section  de  V Introduction 
historique;  nous  allons  la  reprendre  ici,  en  l'appliquant  au 
cas  du  mouvement  de  trois  corps. 

Soient  donc  w^,  m^,  W3  les  masses  de  trois  corps  que  nous 
supposerons  réduits  à  de  simples  points  matériels; 

Pif  P2'  p3  ^^^^^  distances  mutuelles  ; 

AST30N0SIIB  THÉORIQUE.  4 
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^n  y4»  ^i  ■>  ^a»  y%-^ii  ^»»  ys»  ^z  ^^^  ^^^^  coordonnées  res- 
pectives de  ces  corps,  rapportées  à  leur  centre  commun  de 
gravité,  centre  que  Ton  peut  supposer  en  repos. 

Entre  ces  trois  systèmes  de  coordonnées  et  les  masses,  on 
aura  d'abord  les  trois  équations  linéaires  suivantes  : 


(«) 


m^x^  -{-  m^x^  +  m^œ^  =  o, 


Posons 


(2) 


Pi  =«*^8+p4^4» 
^i  =^  «2^3  +  P2^4» 
y»  =  *8^3  +  Pz9v 
^i  =  *4^5  +  P<^6» 
-3'2  =  *2(r5  +  P2^6. 


«<»  «2»  *8»  Pi»  P2»  p8  étant  des  coefficients  constants  et  g^j^r^.., 
q^  six  variables  nouvelles  qui  pourront  remplacer  les  neuf 
coordonnées  a?!,  x^,  a^si  y^»  y2»  î/z'^  ^0-^2»  ^3»^^  ^'^'^  assujettit 
les  constantes a|, «3...  àsalisfaire  aux  deux  relations  linéaires 
suivantes  : 


(3) 


"liPl   +   ^2P2  +  'W3P3  —  0. 
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En  joignant  à  ces  équations  les  trois  relations  : 

|[x  z=m^0L^  +^2»î  +^3*a> 
fx,  =m,.6î  +m,p|  +m3pî, 
o    =  w^a,p,  +  maOtjP,  +  »i3»8p8. 

l'expression  T  de  la  demi  somme  des  forces  vives  du  système 
deviendra 

(»)    ^=i[(^)*+(^)'+(f)'] 

et  si  l'on  pose 

P4  Pa  Ps  ^     P 

puis  que,  dans  la  relation  T  =  U  —  H  (H  étant  une  constante 
arbitraire)  ,  on  substitue  à  la  place  de  T  et  de  U  leurs  valeurs 
transformées  à  l'aide  des  relations  (2),  on  aura,  en  faisant 
usa^e  des  formules  connues  de  Lagremge, 


{V 


^  dt^   '^  dq'  ^*   dt^  ~  dq^ 

d^_d\l  d^qj,        dV 

^  dt^    ^  dq^'  ^<    dt^  "^  dqi^ 

d^  _  dV  d^      rfU 


\     ^  df^   '^  dq^  ^*    dt^   ~  dq^ 


C*est  la  forme  que  Jacobi  a  donnée  aux  équations  différen- 
lielles  du  Problème  des  trois  corps.  Ces  équations  se  rappor- 
tent, comme  on  le  voit,  au  mouvement  de  deux  corps  fictifs  |jl 

et  1*1 . 

On    a  maintenant,  pour  exprimer  les  distances  mutuelles 
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m^m^,  m^m^^  m^m^,  des  trois  points  considérés, 


(8) 


pî  =  (a;,  -  .T.)»  -H  (y,  -  y.)«  +  (^,-  -,)*. 
p|  =  {X,  -  x^Y  +  (y,  -  y,)»  +  {z,  -  z^f. 

pi  =  [o^t  —  «ï)'  +  (y<  —  Vi)  +  (-«^t  —  -'a)'. 


el,  d'après  les  formules  (2), 

'     pî  =  (a, -«,)»(7Î +  ??  +  ?!) 

+  (Pa  -  P3)*  (ïl  +  ?î  +  9Î) 
4-  2  («j  —  a,)  (p,  —  Ps)  (9W»  +  îs?!  i-  ?»9«); 

(o;  (  +(P,-p3'Mîl +  ??  +  ?!) 

-f  2(a,  —  a,)  (?4  —  P3)  (Ç.îi  +  îsîi  +  î»*?*); 
pl=(«,-a,)Mgî  +  9l  +  ?l) 

+  (P,  -  Pi)'  (?î  +  ïî  +  9l) 
4-  2 (a,  —  aj)  (p,  —  pa)  ((/.Çj  +  Çs?*  +  <7sg«)- 

Par  conséquent 


(^  ^ = -  S  ^  ^('»  -  "»)' ^' + ^"*  -  "»' ^p'' -  p^^ '^- 


10)1 


(*-rf?r=-S^K*^-='3y^?5+K-*3)(P»-P3)?c]. 


*^=_2^[(P2-P3r?.+  U2-«3)(Pa-p3)95l- 
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A  la  seule  inspection  de  ces  formules,  on  reconnaît  que 

d'où  résultent  les  trois  intégrales 

Ces  intégrales  sont  celles  des  aires  dans  le  système  que  nous 
venons  de  considérer. 
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CHAPITRE  II 


Intég^ration  des  équations  du  mouvement  en  suppo- 
sant nulles  les  forces  perturbatrices 


I.   —  Du  MOUVEMENT    ELLIPTIQUE   DES  PLANÈTES 

Les  variations  que  subissent  les  éléments  de  Torbite  ellip- 
tique par  Teffet  des  forces  perturbatrices  étant  toujours  très 
faibles,  on  peut,  dans  les  limites  dune  première  approxima- 
tion, considérer  chaque  effet  isolément,  et  prendre  pour  reflet 
total  résultant  des  diverses  actions  réunies  la  somme  des 
effets  que  produirait  chaque  force  considérée  séparément.  De 
cette  manière,  et  quel  que  soit  le  nombre  des  corps  qui  com- 
posent le  système,  le  problème  des  perturbations  est  toujours 
ramené  à  la  considération  de  trois  masses  M,  m,  9n'  qui  sont 
un  corps  central  prédominant  M,  un  corps  troublé  m,  et  un 
corps  troublant  m.  Les  équations  qui  déterminent  les  lois  du 
mouvement  troublé  sont  alors  celles  (G),  dans  lesquelles  R  a 
pour  valeur 

\sl[co'-xf-\-{y'-yf-\-{z-zf  '•'  J 

Lorsqu'on  néglige  Faction  perturbatrice  de  m\  la  fonction 
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des  forces  R  s*éyanouit  et  les  équations  (G)  se  trouvent  ré- 
duites aux  termes  seuls  qui  définissent  le  mouvement  ellip- 
Hque  ou  non  troublé  de  m  autour  de  M.  Nous  allons  étudier 
en  particulier  les. lois  qui  se  déduisent  de  ce  mouvement,  lois 
purement  hypothétiques,  mais  que  les  géomètres  et  les  astro- 
nomes ont  dû  considérer  pour  établir  \e principe  des  approxi- 
mations successives. 

Multiplions  la  deuxième  des  équations  (G)  par  x  et  la  pre- 
mière par  y  ;  la  première  par  z  et  la  troisième  par  x  ;  la  troi- 
sième par  y  et  la  deuxième  par  z;  puis  retranchons,  dans 
chaque  combinaison,  la  première  équation  delà  seconde.  En 
désignant  par  x\  y\  z  les  dérivées  des  coordonnées  prises 
par  rapport  au  temps,  on  aura 


(2) 


xy 


XX 


-yx.=J   (a,^-r,-)dl  =  i>L, 


y^ 


expressions  qui,  étant  multipliées  respectivement  pir  z^y^x^ 
donnent 


(3) 


Odz  +  DC'y  +  ùCz  =  o. 


Dans  le  mouvement  elliptique  où  R  =  o,  les  quantités 
DC,  DC',  DC  sont  des  constantes,  et  l'équation  (3)  représente  un 
plan  de  position  invariable  qui  passe  par  l'origine  des  coor^ 
données  ou  par  le  centre  du  Soleil.  Dans  le  casdu  mouve- 
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ment  troublé,  ers  quantités  varient  avec  l,  etI*équation  (3)  ne 
peut  être  regardée  comme  représentant  un  plan  que  pendant 
un  intervalle  de  temps  infîniment  petit.  La  planète  se  meut 
alors  en  passant  successivement  d*un  arc  d*eilipse  à  un  autre, 
à  chaque  inêtant  dt^  et  décrit  ainsi  une  courbe  à  laquelle 
toutes  les  ellipses  variables  deviennent  des  courbes  oscula- 
triées. 

Soit  dv  Tangle  décrit  par  le  rayon  vecteur  r  dans  Tinstant 
di;  Taire  décrite  par  ce  rayon  sur  le  plan  de  Torbile  aura  pour 
expression 

et,  en  appelant  (p,  y^,  <p2  les  angles  compris  entre  le  plan  des 
deax  rayons  vecteurs  ou  de  la  courbe  et  les  plans  coordon- 
nés a?y,  œZy  yz^  on  aura 

(4)  r^dx:  cosç  =  D('cf^  rVi?  cos<p^  =  Xdt, 

r^dv  cos  (p2  =:  tXf'dt  ; 

car  les  premiers   membres   dos  équations  (2)  ne  sont  autre 
choFe  que  les  projections  du  doubfe  de  l'aire  décrite  par  la 
planète  pendant  Tinstant  dl  sur  les  plans   des  œt/,  des  œz  et 
des  zy. 
De  là  résulte 

(5)  r*do^=:K^dl^      ou      r^dv  =  Kdt, 

en  faisant,  pour  abréger,  K^  :^  DC»  +  DC'»  -f  DC^. 

f  désignant  toujours  Tangle  que  le  plan  de  la  courbe  fait 
avec  le  plan  fixe  des  xy  ou  de  Tecliptique,  appelons  6  Tangle 
que  forme  la  commune  intersection  de  ces  plans  avec  Taxe 
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# 

des  X  ou  \q:  longitude  du  nœud;  on  aura,  par  les  principes  de 
la  Trigonométrie  sphérique, 

cosopi  =^  sin  cp  cos6,  coscp^  =  sin  9  sin  9  ; 

on   aura  par  suite 

IS>C  =  K  co8<p, 
DC'z=  — Ksincpcose, 
DC"=  K  sin  (p  sin  0. 

Ces  valeurs  substituées  dans  Téquation  (3)  donnent 
z  cosç  —  ^  sin  ^  cos6-|-a7sin  ^  sinO  =  o 

d'où 

(7)  ^  =  y  tangç  cosO  —  x  tang^  sin 6. 

C'est  l'équation  du  plan  de  Torbite  fixe  ou  variable. 

Quant  aux  valeurs  de  9  et  de  9  qui  fixent  la  position  de  ce 
plan,  elles  seront  déterminées  par  les  équations  H)  lor^^que 
les  constantes  arbitraires  DC,  DC',  OC  seront  connues.  On  a,  en 
eOet,  en  fonction  de  ces  arbitraires. 


(8)         tang  e  =  —  —  t        tang  f  = -^ • 


II.  —  Forme  de  l'orbîte  décrite 


L'équation  (5)  fournie  par  le  principe  de%  air^«  repr^^h'e 
une    intégrale  première  des  équations    'C,   privée»  de  letim 
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seconds  membres.  On  en  obtient  une  seconde  par  l'emploi  du 
principe  des  forces  vives.  • 

On  trouve,  en  effet,  par  l'application  de  ce  principe. 


(9) 


df^  ^      di^ 


C  désignant  une  constante  arbitraire. 
En  éliminant  dt  entre  cette  équation    et  celle   (5),    on 


obtient 


K-(^^^^>^  +  a. 


d'où 


(10)  dv  = 


ry/Cr^-f  2|jLr  — K» 


équation  différentielle  de  la  trajectoire. 
Pour  en  trouver  Tinlégrale,  considérons  le  trinôme 

par  lequel  se  trouvent  déterminées  les  valeurs  maxima  et  Yni- 
nima  de  r,  valeurs  que  nous  désignerons  respectivement  par 
tf  (i  -j-  tf)  et  a  (1  —  e),  La  somme  de  ces  deux  racines  étant 

égale  à jF  et  leur  produit  à  —  -p"  '  ^'^  ^^^^ 


-^=2fl,  -.-—=:  a»  (1  —  e«); 


d'où 


(11)  C  =  — J^»  K=vW(^  — «')• 
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D'après  cela,  l'expression  ci-dessus  de  dv  deviendra 


V        2"*     r  r« 

et,  en  divisant  numérateur  et  dénominateur  par  ^a\k  (1  —  e% 
puis  remarquant  que  -5  =  —  a  -,  on  aura 


c'est-â  dire 

r 


J ? + l—  .  l 

V       a«  (i  —  e^)  ^  ar  (I  —  e^)       r» 


expression  dont  Fintégrale  l  en  posant =  x  I 

est 

ty  =z    f    -T==r=tt>-f-arccosa?=<D-f-arc  cos  = 1, 

a»  étant  une  constante  arbitraire.  On  en  déduit 
-  (1  —  e*)  —  i  =:  e  cos(t?  —  ù>). 
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Ainsi 


(13)  V  = 


1  -|-  e  cos  (t?  —  ft>) 


Celle  équation  est  celle  d'une  seclion  conique  rapportée  à 
son  foyer.  Dans  le  cas  des  planètes,  a  est  toujours  positif 
et  e  <  1  ;  cette  équation  représente  alors  une  ellipse  dont  le 
Soleil  occupe  un  des  foyers  :  a  est  le  demi-grand  axe  de  la 
courbe,  et  e  son  excentricité.  L'ellipse  se  change  en  une  para- 
bole lorsque  a  est  infini  et  e  égal  à  1  ;  et  en  une  hyperbole 
lorsque  a  est  négatif  et  e  >  1.  La  discussion  de  cette  équa- 
tion (13)  montre  q^je  r?  et  w  sont  les  angles  formés  par  le 
n  yon  vecteur  r  et  la  ligne  des  apsides  avec  un  axe  fixe  silué 
dans  le  plan  de  Torbite,  c'est-à-dire  la  longitude  vraie  delà 
planète  et  la  longitude  du  périhélie.  Quant  à  la  différence 
t>  —  (0  de  ces  angles,  qui  fixe  la  distance  de  Tastre  au  péri- 
hélie ,  c'est  ce  qu'on  nomme  Vanomalie  vraie  de  la  planète. 

IIL  —  Conditions  qui  déterminent  l'espèce  de  la  section 

CONIQUE.    —  loi   du    MOUVEMENT. 

Il  est  intéressant  de  rechercher,  dans  les  circonstances  du 
mouvement,  les  conditions  qui  déterminent  la  nature  de  la 
section  conique  décrite  par  le  corps  m  dans  son  mouvement 
relatif  autour  de  M. 

Appelons,  pour  cela,  V  la  vitesse  du  mobile  au  moment  où 
ses  coordonnées  sont  a?,  y,  z.  Il  est  clair  qu'on  aura 

_  dœ*  +  dy^  +  dz^  __  dr^  +  r^dv^ 
^    "^  dt^  ■"         dt^         ' 
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et,  par  suite,  Texpresslon  (9)  deviendra 

r    ' 
ou,  en  remplaçant  C par  sa  valeur  —  *-» 

Celte  relation  est  très  remarquable;  elle  montre  que  la  vi- 
tesse y  du  mobile  dans  son  orbite  ne  dépend  que  du  grand 
axe  et  nullement  de  rexcenlricité. 

On  en  tire 

1       2_Y*. 

a       r        fi.  ' 

et  comme  a  est  positif  dans  Tellipse,  qu'il  est  infîni  dans  la 
parabole  et  négatif  dans  Thyperbole,  on  en  conclut  que  Tor- 
bîte  décrite  par  m  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hy- 
perbole, suivant  que  Ton  a 

r  r  r 

R  'Venons  maintenant  aux  équations  (|ui  précé  Jeril  '5.  et  (î>;. 

Si,  au  lieu  d'éliminer  dl  entre  ces  éqiialionis,  on   élimine  civ, 

on  aura 

rfr«   ,    K^_2a 
H  —  T 


5^  +  ^==^  +  ^- 


équation  d'où  Ton  tire 


rdr 
dtz= = 


\/'--  +  '7-V 
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c'est-à-dire,  ea  remplaçant  G  et  K  par  leurs  valeurs  (il), 

,        .  la rdr^ .  /£ rdir^ 

^  V  ?  si^ar  —  H  —  a*  (1  —  e*)  ""V  H-  ^^^^^^^7(^317:^' 

On  rend  cette  équation  inlégrable,  en  introduisant  une  va- 
riable auxiliaire  u,  liée  à  r  par  la  relation 

(14)    r  =  a  (1  —  ô  cosm)       d'où    dr  =  ae  sin  urfu 

car  il  vient  alors 

(15)  dt  =  i/—  (1  —  c  C03 u)  du, 

expression  dont  Tlntégrale  est 

(16)  n^  -f-  c  =  M  —  e  sin  u, 
en  posant 


(17)  «  =  \/f»- 


c  est  la  constante  introduite  par  Tintégration,  u  l'angle  que 
Ton  appelle  anomalie  excentrique^  et  nt  le  moyen  mouvement 
ou  Tano/na^te  moyenne  àQ  la  planète  m.  Lorsqu'on  prend 
pour  origine  du  temps  l'instant  de  la  planète  par  le  périhélie, 
^  et  M  sont  nuls  en  même  temps;  c  disparaît  donc,  et  Ton  a 

(18)  nt  =zu  —  e  sin  M. 

Lorsque,  au  contraire,  on  convient  de  compter  le  temps  à 
partir  d'un  instant  quelconque  après  le  passage  au  périhélie, 
l'angle  nt  se  trouve  augmenté  de  la  constante  e  —  a) ,  s  dé- 
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signant  la  longitude  moyenne  de  la  planète  à  Torigine  du 
temps  ou  la  longitude  de  l'époque  ;  et,  dans  ce  cas,  on  a 

n^  +  »  —  (o  =  w  —  e  sin  w, 
ou 

(19)  n  (^  +  0  =  "  —  e  sin  M, 

en  posant  e  —  id  =  n/  =  ^.  , 

Soient  T  la  durée  de  la  révolution  sidérale  d'une  planète  m, 
et  a  sa  distance  moyenne  au  Soleil.  En  faisant  u  =  ^tc  dans  la 
formule  (18),  on  a 

nt  =  27r, 


d*où 


et,  par  suite, 


T=*.v1 


t^  =  -4^  ;pi- 


r3 


Pour  des  masses  planétaires  égales,  la  quantité  [x  reste  in- 
variable; elle  se  réduit  àJM  lorsqu'on  néglige  les  masses  des 
planètes  par  rapport  à  celle  du  Soleil.  Dans  ce  cas,  on  a  en- 
core 

T'  et  a'  désignant  respectivement  le  temps  de  la  révolution 
sidérale  et  la  moyenne  distance  d'une  autre  planète  m'.  On 
a  donc 

proposition  qui  n'est  vraie,  comme  on  le  voit , qu'autant  que  Ton 
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néglige  les  masses  des  planètes  par  rapport  à  celle  du  Soleil. 
En  éliminant  r  entre  les  équations  (13)  et  (14),  on  obtient 

e  +  cos  (v  —  co) 

COSW  =■; — ; ; \^ 

1  -f-  e  C«»S(t?  —  0)) 

d'où 

1  —  C08(l?  —  co)  _  1   +  g    1  —  COS  tt  , 

1  -j_  cos(i?  —  ci))"l  —  e   1-|-  costi  ' 
c'est-à-dire 

(20)       tang  i  (v  -  u))  =  y  f^^  ^a"?  ^  "* 

Celle  formule  fait  connaître  directement  l'angle  (r  —  ta)  en 
fonction  de  u  et  par  suite  de  t.  Lorsqu'on  compte  les  angles  v 
à  partir  du  périhélie,  on  a  <i>  =  o,  et  par  suite 


(21) 


1    '     ,/i+l,        i 


Reprenons  la  valeur  de  cos  u  en  fonction  de  cos  v  —  co) 
donnée  ci -dessus,  et  substituons  cette  valeur  dans  les 
formules 


sin^M^y -(1— cosm), 
cos-M=y -(I  +  cosm), 


on  aura 


.    1  , /l  \(i  —  gJl  —  cos  (i;  —  (0)1) 

'*"  2  ""  ""V  2  (        1  4-  e  cos  {v  -  (o)       ( 

1      _    /is{i+e)[\+co^{v^<s.)V 
•°^2''~V  2/        i+ecos(r-co)        )' 
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Remplaçant,  dans  ces  dernières  relations,  i  -{-  e  cos  {v  —  (o) 

1 

par  sa  valeur  en  fonction  de  r,  puis  mettant  2  sin  ^{v  —  w) 

au    lieu    de   4  —  cos  {v  —  w)   et  2 cos*  ^  (t?  —  co)    au  lieu 
de  1  +  cos  [v  —  o>),  on  trouvera 


Vr"sin  2  (^  "—<«>)  =  V«  (i  -f-  «)  sin  ^  w, 
(22)     { 

V^cos  r  (r  —  tt))  =  Va  (1  —  e)  cos  r  m, 


relations  qui,  divisées  membre  à  membre,  reproduisent  la  for- 
mule (^). 

La  valeur  de  e  étant  toujours  plus  petite  que  l'unité,  on 
peut  poser  e  =:  sinvi,  ce  qui  donne 

Vl+e=  V^8in(45»  +  |V 
Vi— c=:v/2'cos(45»  +  ly 
Par  suite,  on  a 

V^sin  s  (t?  —  to))  =  V^sin  f  45®  +  ^  j  sin  -  t£, 

(23)  {      J 
yjr  cos-  (î?  —  0))  =  V2âcos(45®  +  3)cos  -  m. 

On  a  aussi 

(24)  tang  |  (t?  ~  a>)  =r  tang  (450  ^- 1)  Ung  |  ti. 

ASTBONOlflV  TH&miQUtt  P 
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IV.  —  Détermination  des  constantes  que  l'intégration 

INTRODUIT  DANS  LES  FORMULES  DU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE. 


Les  trois  intégrales  (13),  (49),  (20),  que  nous  venons  d'obte- 
nir, renferment  six  constantes  arbitraires 

a,  e,  e,  <p,  e,  w, 

qui  sont  les  éléments  de  Vorbite  de  m.  Deux  de  ces  éléments 
ou  constantes  arbitraires  aeXe  déterminent  la  nature  de  For- 
bile  décrite  ;  deux  autres  6  et  <p  flxent  la  position  de  cette 
orbite  dans  l'espace;  enfin  e  et  «d  dépendent.  Tune  de  la  posi- 
tion du  périhélie,  et  l'autre  du  passage  de  m  par  ce  point.  Les 
trois  intégrales  (13),  (19)  et  (21)  suffisent  donc  pour  déterriii- 
ner  toutes  les  circonstances  du  mouvement  de  m  autour  de  M. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  Ton  donne  l'une  des  po- 
sitions de  la  planète  sur  son  orbite,  et  la  vitesse  correspon- 
dante en  grandeur  et  en  direction.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les 
six  éléments  de  l'orbite  elliptique  peuvent  être  entièrement 
déterminées,  au  moyen  des  conditions  initiales  du  mouve- 
ment de  l'astre. 

Soient 
œ,  y,  z  les  coordonnées  de  m  par  rapport  à  trois  axes  rectan- 
gulaires passant  par  le  centre  M  du  Soleil,  regardé 
comme  fixe; 
or,  y\  z  les  dérivées  de  ces  coordonnées  par  rapport  à<,  déri- 
vées qui  sont  les  composantes  de  la  vitesse  estimée 
parallèlement  aux  mêmes  axes  ; 
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V,  la  vitesse  de  la  planète  à  l'instant  où  les  coordonnées 

sont  x,y,  z; 
Uj  l'anomalie  excentrique  ; 
v^  y  la  longitude  comptée  à  partir  de  l'intersection  du  plan  de 

l'orbite  avec  le  phm  fixe  ou  de  la  ligne  des  nœuds  ; 
Vy  la  longitude  du  rayon  vecteur  projeté  sur  le  plan  fixe  ; 
^09  ^^»  ^î  ^^^  valeurs  de  u,  t?  et  t?4,  correspondant  à  ^  =  o. 

D'après  les  formules  des  paragraphes  1, 11  et  III,  on  aura 
d'abord 

œi/'  —  yy  =  S>C, 

zx  —  xz  =  «)C , 

y/  —  zi/'  =  txr, 

y*  =  a?"  -I-  y''  -\-  y», 


K  =  V5t»  -f-  3t'»  4-  ac^, 


»•  =  Va^  +  y*  +  -', 


tang9=* ^ ' 

tang  e  =  --  — . 


relations  qui  feront  connaître  immédiatement  <p,  0,  a  et  e» 

On  aura  ensuite,  en  supposant  ^  =  o  dans  la  formule  (19), 
et  employsLiiUoi  valeur  u^de  u  qui  convient  à  cet  instant, 

nl  =  UQ  —  esinw^, 
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équation  qui,  étant  rapprochée  de  la  suivante 

r  =  a  {i  —  e  sin  Wq), 

donnera  /  et  Uq. 

Si  Ton  considère  maintenant  le  triangle  sphérique  rectan- 
gle dont  Vq  est  l'hypoténuse,  rj  —  ô  un  côté  de  l'angle  droit 
et  (p  Tangle  adjacent,  on  aura 

cos<p  lang  t?®  =  tang  (t?y  —  6), 

équation  qui  permettra  de  calculer  v'*,  lorsque  vj  aura  été  dé- 
terminé par  la  formule  tang  r?  =  -• 

Il  reste  à  déterminer  Tangle  o)  ou  la  longitude  du  périhélie. 
Or,  c'est  ce  qu'il  est  bien  aisé  de  faire  au  moyen  de  la  for- 
mule (13)  du  paragraphe  II,  qui  donne  cos  (»?  —  0)  en  fonction 
de  a,  e,  et  de  r. 

Ainsi,  les  six  éléments  de  l'orbite  elliptique  sont  entièrement 
déterminés  par  ce  qui  précède,  en  fonction  des  six  quantités 
û7,  y,  -a-  ;  œ'f  y\  z\  supposées  connues. 


V»  —  Propriété  du  mouvement  héliocentrique  et  en  parti- 
culier DU  MOUVEMENTDANS  l'ELLIPSE.  —  TuÉORÊME  DE  LaMBERT. 


Il  existe  entre  le  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète,  le 
temps  employé  à  décrire  un  arc  de  cette  orbite,  la  corde  qui 
soutend  cet  arc  et  les  deux  rayons  vecteurs  extrêmes,  une 
relation  très  simple,  qu^il  est  utile  de  connaître  et  qui  se  dé- 
duit aisément  des  formules  du  mouvement  elliptique. 
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En  effet,  soient  : 

r  et  r  les  deux  rayons  vecteurs  menés  aux  extrémités  de 
Tare  elliptique; 

<r  la  corde  qui  soutend  cet  arc; 

t'  —  f  =  <^  le  temps  employé  par  la  planète  à  le  parcourir; 

ri  et  xf  les  valeurs  de  w  et  de  t?  qui  répondent  comme  r'  à 
]a   seconde  position  de  la  planète,  ou  qui  se  rapportent  au 
temps  i\ 
et  posons 

t  •=:  €?  {yi,  —  e  sin  w),  ^  =  a*  (m'  —  e  sint/), 

r  =  a  (1  —  e  costi),  r  =  «  (1  —  e  cosm'), 

1  -f-  ^  cost?  1  +  C  COSî?' 

|(«-«')  =  8,  |(«  +  «')  =  8',         r  +  r'  =  p. 

En  retranchant  de  l'expression  de  i  celle  de  ^,  et  observant 
que 

sin  u  —  sin  u  =  2  sin  S  sin  8', 
on  aura 

3 

(1)  ^^  =  2a«  (8  —  f?  sin  l  cos  8'). 

On  aura  pareillement,  en  ajoutant  ensemble  les  deux  valeurs 
de  r  et  r ,  et  observant  que 

cosu  -f-  cosu  =  2  cos  8  cos  8', 

(2)  p  =  2a  (i  —  e  cos  8  cos  8'). 

D*un  autre  côté,  on  a,  en  considérant  le  triangle  rectiligne 
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dont  r,  r  et  d  sont  les  côtés  et  i?'  —  r  l'angle  opposé  k  a, 

(3)  <T»  =  r»  4-  r'»  —  âr/  cos(t?'  —  r) 

z=  r*  -j-  ^'^  —  2rr'  [cost?  cost?'  -|-  sini?  sînt?']. 

On  a  d'ailleurs,  par  la  comparaison  des  deax  valeurs  ci-dessus 
de  r  et  de  r', 


a  (cosu  —  e)  .  asli  —  e*  smw 

cos  »  =  — ^^ '5  sin  î?  =  — ^ > 

r  r 


a  (cosu  —  é\  .     ,      a  sji  —  e^  sinu 

COSî?   =  — ^ ; h  Sint?   =  — ' ; 

r  r 


substituant  ces  valeurs  dans  celle  (3),  on  aura  donc 

(T^  =  a*  (1  —  e  cosm)^  -f"  ^*  (^  —  ^  costi')* 

—  2a'  [e  cosu)  [e  cosw')  -|-  a'  (4  —  e*)  sinti  sinu' 

=  Sa^  (1  —  c*)  (1  —  sinw  sin?/'  —  cosu  cosu') 

-|-  aV  (cosu  —  cosu')*, 

ou,  en  remplaçant  sinu  sinu' —  cosu  cosu'  par  2 cos *8  —  1, 
et  cosu  —  cosu'  par  2  sin8  sin  l\ 


w 


(j*  =  4^2  sin  28  {\  —  c«  cos»8). 


Maintenant,  si,  dans  Jes  équations  (i)  et  (4)  on  met  pour 

cos 8' sa  valeur  déduite  de  Téquation  (2),  et  qui  est  5 ^> 

.  ^  >'      1  2a  cos  8 

on  aura 

(j«  =  4a»  tang  »8  fcos  »8  —  (^^^Y 1' 
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formules  dans  lesquelles  n'entre  point  l'excentricité  Sy  mais 
qui  dépendent  encore  de  u  et  de  u\  c'est-à-dire  de  8. 
Pour  éliminer  cette  dernière  quantité,  posons 

_  2g  +  <y  —  P  ^  _  2^  ^  g  —  p 

2a  2a 

La  différence  {z  —  ^')^  sera  égale  à  -j>  et  Ton  aura 


C08  28  =  zz'  +  V{i  -  z^)  (1  —  z'^]  ; 
d'oil 

28  =  arc  cos^'  —  arc  cosz, 

i 
lang  S  =  —7- — -,  [sin  (arc  cos^)  —  sin  arc  (  C08>r)]. 


On  a  d'ailleurs 


2a  — 


z  +  z'=~^^, 


S' 


a 

substituant  dans  t^y  on  aura  donc 

a 
(a)  e^  =a*}(arc cos^'— arc cos^-)— [sinlarccos^*) — sin(arccos^)]. 

G*e8t  la  relation  cherchée.  Cette  relation  établit,  comme  on 
le  voit,  le  rapport  très  remarquable  qui  existe  entre  le  temps 
employé  par  la  planète  à  parcourir  un  arc  de  son  orbite,  la 
corde   qui  soutend  cet  arc  et  les  deux  rayons  vecteurs  ex- 
trêmes.   Elle  a  reçu  le  nom  de  théorème  de  Lambert;  mais, 
en  réalité,  elle  n'est  qu'une  extension  d'un  théorème  analogue 
relatif  â  la  parabole  et  qu'Euler  a  donné  le  premier. 
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yi,    -r     D(J  MOUVEMENT  HÉLIOCENTRIQUE   DANS   UNE  ORBITE  TRÈS 
EXCENTRIQUE.   —  THÉORÈME  d'EuLER. 


Dans  ce  cas,  qui  est  celui  des  comètes  (ces  astres  décrivent, 
en  effet,  des  ellipses  très  allongées  que  Ton  peut,  sans  errear 
sensible,  regarder  comme  des  paraboles),  il  est  permis  de  sup* 
poser  a  =  00  et  de  réduire  e  à  F  unité.  Dès  lors,  si  Ton  repré- 
sente par  q  la  distance  périhélie  de  la  comète,  et  qu*on  pose 
p  =  a  (1  — e^)j  on  aura  p  =  2g,  et  la  formule  (13)  du  para- 
graphe II  deviendra 

i-|-cos(t> —  (o) 
ou 

(*) 


,  /r 0)\ 


Pour  avoir  la  position  du  mobile  sur  la  parabole  à  «n  instant 
donné,  reprenons  Téquation  (5)  du  paragraphe  I,  savoir 

r^dv  =  Kdt, 

et  remplaçons-y  K  par  y/aiL  (1  —  e*  et  r  par  r— ; —. -• 

On  aura,  en  résolvant  Téquation  résultante  par  rapport  à  dt^ 


^^_a^(i  — e»)^  dv 


y/jT         [1  -t-  c  cos  {v  —  <d)]2 
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et,  par  conséquent, 


dt  = 


Î£^ dv_ 


^  [i4-eco8(r  — 0))]» 
Pour  intégrer  cette  équation,  posons 


V  —  (ù 

tang  — r—  =  z, 


d'où 


tang (t?  —  û>)  =  YZr^i'  C09  (i;  —  a>)  =  j-qrp'^»  =f+7ï' 


il 

en  résultera 

dt 

_^|(rf.+.v.). 

et, 

en  intégrant, 

on  { 

kura 

t 

=#('+!-> 

c*est-à-dire 

(2)     ,=^[tang|(.-.)+itangaî^^)]. 

Les  formules  (I)  et  (2)  sont  celles  dont  on  fait  usage  dans  la 
théorie  des  comètes.  La  dernière  donne  facilement  t,  quand 
t?  —  «0  est  connu.  Mais,  lorsqu'on  veut  déterminer  l'anomalie 
vraie  par  le  temps,  il  faut  résoudre  l'équation  du  troisième 
degré 


+ 


^3  =  ^, 


(«)  ^3       -J 


V^ 


Digitized  by 


Google 


74  LIVRE  I  —  CHAPITRE  II 

équation  qui  n'est  susceptible  que  d'une  seule  racine  réelle. 
Pour  éviter  la  résolution  de  cette  équation,  on  a  construit  des 
Tables  qui  donnent  directement  l'angle  v  —  w  pour  les  diffé- 

rentes  valeurs  correspondantes  de  t  — J  ou  de  —  A  défaut  de 

ces  Tables,  on  pourrait  résoudre  l'équation  (a)  par  des  essais 
successifs. 

La  relation  très  remarquable  qui  existe  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  menés  aux  extrémités  d'un  arc  elliptique,  la 
corde  qui  soutend  cet  arc  et  le  temps  employé  à  le  parcourir, 
a  également  lieu  pour  la  parabole,  et  on  peut  la  déduire  sans 
difficulté  de  la  formule  (a)  du  paragraphe  qui  précède,  en 
supposant  dans  cette  formule  a  =  oo .  Par  cette  supposition, 
en  effet,  on  trouve 

i  ^ 

arc  cosz  —  sin(arc  cos^)  =  — j  (p  -f-  <t)*, 

1  ^ 

arc  cos^  —  sin  (arc  cos  z)  =  — j  (p  —  «)*, 

valeurs  qui,  étant  substituées  dans  la  formule  (a),  donnent 

(3)  *,  =|[(p  +  «)^-(p-«)M. 

C'est  le  beau  théorème  d'Euler  dont  nous  avons  parlé  plus 
haut,  et  que  Lambert  a  généralisé  en  l'étendant  k  l'ellipse  et 
à  l'hyperbole. 
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Intégrratlon  des  équations  différentielles  du  mouve- 
ment par  la  méthode  d'Hamilton  et  de  Jaeobi. 


I .  —  Principes  fondamentaux 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  prennent  une 
forme  remarquable,  et  leur  intégration  se  trouve  notablement 
simplifiée,  lorsqu'on  prend  pour  point  de  départ  les  beaux 
théorèmes  qu'Hamilton  et  Jacobi  ont  établi  dans  leurs  re- 
cherches sur  rintégration  des  équations  différentielles  de  la 
Dynamique.  Nous  allons  voir,  en  effet,  que,  lorsqu'on  suit 
la  méthode  proposée  par  ces  géomètres,  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  sont  ramenées  au  premier  ordre 
et  leur  intégration  à  la  recherche  et  à  la  différentiation 
d'une  seule  fonction  0,  satisfaisant  à  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  non  linéaire  par  rapport  à 
ces  dérivées. 

Le  premier  théorème  que  nous  allons  rappeler  se  rapporte 
â  la  transformation  Hamiltonienne  des  équations  du  mouve- 
ment ;  les  deux  autres  concernent  l'intégration  de  ces  équa- 
tions ainsi  transformées,  ou  d'équations  plus  générales. 
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Dans  tout  problème  de  Mécanique  où  il  existe  une  fonction 
des  forces  indépendante  du  temps  et,  par  conséquent,  où  le 
principe  des  forces  vives  a  lieu,  les  équations  différentielles 
du  mouvement  peuvent  être  ramenées  à  la  forme  suivante,  due 
à  Hamilton: 

.  .  dpi dU  d^  _  rfH 

^  '  dt  dq/  dt        dpi 

H  désigne  dans  ces  équations  la  différence  T  —  U  entre  la 
demi-force  vive  T  du  système  et  la  fonction  des  forces  U  ;  qt 
sont  les  variables  de  la  question  en  fonction  desquelles  on 
exprime  les  coordonnées  des  divers  points  du  système,  et  q't 
leurs  dérivées  prises  par  rapport  au  temps  L  Enfin  pi  dési  - 
gnent  de  nouvelles  variables  définies  par  Téquation 

dH 

et  que  Ton  substitue  à  celles  g',',  ce  qui  rend  2T  et  H  fonctions 
de  Pi  et  de  qi.  Quant  à  la  lettre  t,  elle  désigne  un  nombre  en- 
tier quelconque  au  plus  égal  à  â,  si  ^  est  le  nombre  des  coor- 
données qi. 

Ces  Vi  équations  différentielles  du  premier  ordre  (1),  entre 
les  variables  pt  et  ^/,  ont  été  données  pour  la  première  fois 
par  Hamilton  dans  ses  recherches  sur  la  Dynamique  [On  a 
gênerai  method  Dynamics^  Trans,  philos,  1834-4835);  elles 
ont  reçu  le  nom  d'équations  canoniques  du  mouvement.  Pour 
qu'elles  soient  applicables,  il  faut,  comme  on  le  voit,  que  la  fonc- 
tion U  existe  réellement  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  qu'il  soit 
possible  de  former  la  fonction  H. 

Dans  l'énoncé  du  théorèuie  qui  précède,  nous  avons  admis 
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que  les  liaisons  du  système  étaient  indépendantes  du  temps; 
mais  cette  restriction  n'est  pas  nécessaire,  et  Ton  peut,  au  lieu 
du  système  des  2A  équations  (1),  considérer  le  suivant,  qui  est 
plus  général  : 

^^  dt  ~"       dqt  dt  ~~  djpi 

H^j  étant  une  fonction  des  variables  p^,P2*'Pfc\  î<i  ?2-"  î*> 
et  de  t,  telle  que  H^  (p*,  <?*,  t).  Or,  dans  ce  cas  qui  comprend 
en  particulier  le  précédent,  Jacobi  a  fait  voir  que,  si  S  est  une 
intégrale  complète  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre 

c'est-à-dire  une  solution  contenant  k  constantes  arbitraires 
«1»  «2,  Qta...  aA,  distinctes  de  celles  que  Ton  peut  toujours  in- 
troduire dans  S  par  simple  addition,  les  2A  intégrales  des 
équations  (2)  seront 


(3) 


Pi»  P2-*->  P^  désignant  k  nouvelles  arbitraires,  qui,  avec 
celles  a^,  a^...  a^,  complètent  le  nombre  des  constantes  que 
doit  donner  l'intégration  du  système  des  équations  proposées. 
Lorsqu'on  suppose  que  le  principe  des  forces  vives  a  lieu, 
auquel  cas  la  fonction  U  est  indépendante  du  temps,  et  que 
de  plus  on  réduit  les  coordonnées  q^^  q^^  q^..,  à  celles  rec- 
tangulaires Xj  y,  z,  on  satisfait  à   Téquation   aux  dérivées 
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partielles  (a),  en  prenant  pour  S  une  fonction  0  —  C^,  où  C 
désigne  une  des  trois  constantes  a^,  a^,  a,,  et  6  une  fonction 
de  07,  y  y  z  indépendante  du  temps.  On  a  alors 

df"      ^'     as  "~  rf^  "  *  rfC  ""  rfC       ' 
et  l'équation  (a)  devient 

■  (')  i[(^)"+(i)-+(i)']=«+c. 

Ainsi,  dans  ce  cas  qui  est  celui  du  système  du  monde»  la 
question  se  trouve  encore  ramenée  à  la  recherche  d*une  fonc- 
tion 6  de  a;,  y,  ;8r...  contenant  trois  constantes  arbitraires 
a,,  ttj,  C,  et  vérifiant  identiquement  l'équation  (ô).  Cette  fonc- 
tion trouvée,  on  a,  pour  les  intégrales  premières  et  pour  celles 
définitives  du  problème, 


dS_dœ      ^  ^^       rfe       dz 
dœ       dt       dy        dt       dz       dt 


T  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 


II.  —  Réduction  des  équations  du  mouvement  eluptique  a 

LA  FORME  canonique  ET  INTÉGRATION  DE  CES  ÉQUATIONS. 


Lorsqu'on  fait  abstraction  de  toute  force  perturbatrice,  on 
a  R  =  o  et  les  équations  diflerentielles  du  mouvement  se  ré- 
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duisent  aux  suivantes  : 


(») 


dt*  +  r» 

df  T^  r»  -  **' 
d*z   ,    uz 


Afin  de  ramener  ces  équations  à  la  forme  canonique, 
posons,  conformément  à  ce  qui  précède, 


dx 


^^y" 


dz 


il  en  résultera 

et,  par  suite,  le  système  (D)  pourra  être  remplacé  par  le  sui* 
vani  qui  est  du  premier  ordre  : 


(E) 


dx     da 

dt  ~  dx,' 

dx,  da 
dt  ~       dx 

dy        M 
dt-dy,' 

dt  —       dy 

dz       dH 
dt  —  dz/ 

dz,             dH 

dt  —       dz 

l^B  fonction  des  forces  U  ne  contenant  pas  le  temps  t,  Téqua- 
lion    aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  de  laquelle 
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dépend  la  solution  du  problème,  est 

w     (f)'+(|)'  +  (f)' =<?+<=). 

et,  conformément  à  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  s'agira  d'a- 
bord de  trouver  une  intégrale  générale  de  cette  équation 
renfermant  deux  constantes  arbitraires  K  et  G. 

Nous  commencerons  par  transformer  cette  équation  (1), 
en  prenant,  au  lieu  des  variables  a?,  y,  z^  celles  r,  \]/,  <p,  liées 
aux  premières  par  les  relations 

(2)    x=:r  cos  cp  cos  ij/,     y  =  r  cos  ç  sin  «J/,     ^  =  r  sin  ç. 

r  est  la  distance  de  la  planète  au  Soleil  ou  son  rayon  vecteur, 
^  sa  longitude  et  (p  sa  latitude.  On  suppose  que  le  plan  des 
xy  est  le  plan  de  Técliptique  et  que  Taxe  des  œ  est  la  ligne 
des  équinoxes.  j 

Les  équations  de  la  transformation  sont  alors 

tang(p=|i 


-? 


et  Ton  a 


sin  ©  =  -? 
^       r 

r*  =  û7*  -}-  y*  -)-  z^, 


dx        dr  dx"^  d^  dx'^  d^  dx 

dS  __  d%  dr       rf0  c?<p        rfg  çgj; 
dy  "^  dr  dy'^  rf<p  dy   '    d^  dy 

dS_d^^    ydSd^dSd^^ 
dz  '"  dr  dz'^  d(f  dz'^  d^^  dz 
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En  différenlîant  Jes  équations  (2),  on  en  déduit 

dx  =  dr  cos(p  cosij/  —  r  8in<p  C08<j.  d^  —  r  cosf  sin  ij/rfij/, 

dy  =  dr  cos  ©  sin  <)/  —  r  sin  <p  sin  ^  d^  -\'  r  cos  ^  cos  ^rfij/, 

dz  z=z  dr  sin  <p  -f-  r  cos  9  d<f  ; 

d*où,  en  résolvant  par  rapport  à  dr,  efij/  et  d<p, 

rfr  =  cos  <p  cos  <j.dir  +  ^^^  ?  sin  «j/c^y  -|-  sin  ff  dzj 

,    —  sin  y  cos  <j/cfa?  —  sin  y  sin  4/tfy  +  CQS  ^dz, 

«?—  ^ 

,    cos^^rfy  —  ^in^dx 

^  ""  r  cos  (^ 

On  a  donc 

dS  ,  dS       sin3>  cosd/cfB        sind/  dS 

-T-  =  cos  »  COSJ/  -3 ^ '  -3 ^  :37> 

oo?  ^        ^  dr  r         d^      r  cos  <p  a^ 

cfB  .    ,  d^      sin^sind'tf^B  ,    costl  dH 

ay  ^        ^  dr  r         d^    *   rcosi^d^ 

ds      .     rfe  ,  cos»rfe 

dz  *  dr   ^      r     d^ 

Ainsi,  la  transformée  de  Féquation  (1)  est 

w  (f)'+Mf)'+^(?)'= <?+•=)• 

Posons  maintenant 

/;   /*!«  /^  étant  des  caractéristiques  de  fonction;  il  est  clair 
qu*on  anra 

(3)  r  M + ^  n*  (-r) + ;ii^  n'  («  =  2  (,^+ c)- 
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les  accents  désignant  les  dérivées  de  chacune  de  ces  fonctions 
par  rapport  à  la  variable  qu'elle  contient. 

On  peut  satisfaire  à  cette  équation,  comme  il  est  aisé  de  s'en 
assurer,  en  prenant 

riW=^,  A'*W+^'=G'.  /•i"(r)=2(f+c)-^|, 

ce  qui  donne  par  l'intégration 
Par  conséquent,  Téquation 

©  =  /M+/-.  (?)  +  /'.(4') 

ou  celle-ci 


dr. 


e 


=  H^  +JV^' -^,^  yy^ir  +  C)-^'^. 


est  la  solution  complète  de  Téquation  aux  dérivées  par- 
tielles (4). 

Les  équations  intégrales  du  problème  sont  dès  lors,  en 
désignant  p^  A,  ^,  c,  trois  nouvelles  constantes  arbi- 
traires, 

(^)         dE=^^  dG=^^         ^='  +  ^' 
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et  Ton  peut  écrire 

V  C08*  (f 

^y     -G  /    ,      *•' 


(7)/ 


III.  —  INTERPRÉTATION  DES  CONSTANTES  H,  G,  G,  h,  g,  C. 

Les  intégrales  (7)  renferment  six  constantes  ou  éléments 
canoniques  H,  G,  C,  h^  g^  c,  dont  il  est  bi^n  facile  de  trouver 
la  si^iflcation.' 

En  effet,  on  a  d'abord,  pour  les  composantes  de  la  vitesse 
suivant  les  axes  des  coordonnées, 

dt'^dx'         (Wdy'  (W^dz' 

et,  par  conséquent,  pour  les  équations  des  aires  sur  les  plans 
de  ccy  et  des  zx^ 

^dy  —  ydœ dS  dS 

dt  dy       ^  dœ^ 

ydz  —  zdy  dS  dS 

di  ^  dz  dy 

zdx  —  œdz  __     c^         ç^ 
dt  dx  dz 
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En  exprimant  -z-t  -t-j  —  et  oj,  y,  ^,  eu  fonction  de  r,  <p,  r)/, 
on  trouve 

/  xdy  —  ydx d% 

1  dt  ~'  d^~~ 


(8)<  ^^^^-^=«in^.  V^G^-^-Hcos^^tang^, 


^^  équations  qui,  étant  élevées  au  carré,  puis  ajoutées  ensemble, 

?^  donnent 

[[:  [9)\^^[œdy^ydœ)''  +  [ydz'^zdy^  '=G. 

:  Par  conséquent,  H  est  la  constante  des  aires  dans  le  plan 

des  xy,  et  G  la  constante  des  aires  dans  le  plan  de  Torbite. 
Quant  à  la  constante  G,  elle  n*est  autre  que  celle  qui  entre 
dans  réquation  des  forces  vives. 

11  nous  reste  a  défmir  h^  g^  c.  Or,  si  dans  la  première  des 
équations  (7)  on  fait  «p  =  o,  on  a 

ainsi  h  est  la  longitude  du  nœud, 
La  seconde  des  équations  (7)  donne 


'="/ \/^-"X\ÂF^" 


«Î-. 


.    /    Gsin©    \    ,  /         v-r  \  , 

=  arc  sin  (  '     )  +  arc  cos  (   — /       ^^^,   |  ; 
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et  si,  pour  éliminer  arc  sin  et  arc  cos,  on  pose 

/JA\  *•  •        G  sin©    . 

(lO)  Ç  =  arc  sin  ^     , 

VG^  -  H* 


d'où 


-    ^  G  sin  9 

sin  Ç  =  ^  „  ? 


(i^)  y/. 


G»      «^ 


cos  Ç= cos 


V  cos  '9       .       ^  G  tanir  © 

© — 7===r-L,      tangÇ= —         ^  J^ — < 

V  cos  ^® 


on  obtient 


g  —  ï  =  arc  cos     — ^ 


\AT1 


2CG^ 
a 


c'est-à-dire 


0+^ 

On  a  donc,  en  résolvant  par  rapport  à  r, 
(12)  r  = -=t 


équation  d'une  section  conique  dont  un  des  foyers  occupe  le 
centre  du  Soleil  et  qui  représente  une  ellipse,  une  parabole  ou 
une  hyperbole,  suivant  que  C  est  négatif,  nul  ou  positif. 

En  éliminant  G^  — —5— entre  cette  équation  (42)  et  la 
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seconde  des  équations  (il),  on  trouve 

(13)  cos  Ç  =  cos  <p  cos  {^  —  h). 

Mais,  en  désignant  par  Fia  projection  de  m  sûr  la  sphère,  et 
par  Ci  le  nœud  ascendant,  on  a  évidemment 

^^-A  =  YP-Ya  =  siP; 

par  conséquent,  Ç  =  mÇi  est  la  longitude  de  la  planète  comp- 
tée dans  le  plan  de  Torbite  à  partir  du  nœud  Ç^. 

Si  Ton  remarque  maintenant  que  le  minimum  de  r  a  lieu 
pour  ï  =  ^,  on  voit  que  g  est  la  valeur  de  Ç  qui  correspond 
à  la  moindre  distance  de  la  planète  au  Soleil  ;  c'est  donc  la 
longitude  du  périhélie  comptée  dans  le  plan  de  Torbite  à  par- 
tir du  nœud  ascendant.  Quant  à  la  différence  j;  —  ^,  il  est 
aisé  de  voir  que  c'est  Vanomalie  vraie  de  la  planète. 

Cherehons  encore  la  signi6cation  de  la  constante  c.  On  a 
par  la  troisième  des  équations  (7) 


(14) 


/*>•  dr 


1     , I*  iCr+p, 

et  si,  pour  éliminer  arc  cos^  on  pose  {u  désignant  ranomalie 
excentrique) 

(15)  cosw  =  ■ ,         '    *==> 

on  aura 

(16)  8in  u  =  Vl-cos»u  =  y/^~y^,  V2(|*r+Cr«)— G», 
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et,  par  suite,  l'équation  (14)  deviendra 


(17) 


Faisant  dans  celte  équation  t«  =r  o,  on  en  conclut  t  =  —  c; 
par  conséquent  la  constante  —  c  est  la  valeur  du  temps  qui 
correspond  au  passage  de  la  planète  par  le  périhélie. 

Les  équations  (12)  (15)  et  (16)  que  nous  venons  d*établir 
déterminent  complètement  la  position  de  la  planète  dans  son 
orbite  :  car  u  étant  donné  en  fonction  de  /  par  Téquation  (16), 
on  aura  r  en  fonction  de  u  et  par  suite  en  fonction  de  t,  au 
moyen  de  Féquation 


(18) 


=^('-v/'+v'H' 


qui  se  déduit  aisément  des  relations  (15)  et  (16).  Ç  étant  donné, 
du  reste,  en  fonction  de  r  par  Téquation  (12),  on  voit  que  la 
position  de  la  planète  dans  son  orbite  se  trouvera  déterminée 
à  chaque  instant  par  les  équations  (12)  (16)  et  (18). 

Si  Ton  observe  actuellement  que,  d'après  la  nature  de  Tor- 
bite  décrite,  on  a 


(19)    e-. 

V'  + 

2CG» 

P  = 

-2!- 

~  1^ 

~  a 

d'où 

(20) 

a  = 

rfe- 

p  étant  le  paramètre  de  Fellipse  et  b  son  demi-petit  axe,  il  est 
clair  qu'on  pourra  mettre  les  équations  (17)  et  (18)  sous  la 
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forme  suivante 

u  —  e &\nu  =  \/ -^{t  -]-  c)  =  n {t -}-  c\  r  =  a  {i  —  e  cos  w), 

n  désignant  le  moyen  mouvement  de  la  planète,  lequel  est 


^V  aussi  égal  à 

t. 


Ji  = 


—  2C)t 


IV.  —  Relations  qui  lient  les  constantes  canoniques   aux 

ÉLÉMENTS  ELLIPTIQUES. 


U  nous  reste  à  établir  les  relations  qui  existent  entre  les 
constantes  canoniques  G,  H,  G,  g,  A,  c  provenant  de  rintégra- 
tion  des  équations  transformées  (E),  et  celles  usuelles  intro- 
duites dans  les  formules  du  mouvement  elliptique  par  Tinté- 
gration  du  système  ordinaire  (D). 

H* 

Si  Ton  égale  à  zéro  le  radical  G*  —  • — r- ,    on   a  la   plus 

°  C0S*flp  ^ 

grande  valeur  de  Tangle  (p,c*est-à-dire  l'inclinaison  i  du  plan 
de  Torbite  ;  on  a  donc 

H  =  G  cos  i, 


d'où  résulte 


et  par  conséquent 


.      H 

cos  t  =  r;y 
U 


H 
î=arccos7;- 
u 
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On  a  d'ailleurs 

6  =  A,  Cl)  =  ^+5^1 

et  d'autre  part 

e  '^  tûz=  ne; 
ainsi 

6=:nc  +  6  =  nc4-A  +  ^=:X  +  ^  +  ^, 

en  posant  ne  =:-^. 

Diaprés  cela,  on  voit  que  les  relations  qui  lient  les  éléments 
canoniques  G,H,G^,^,c  à  ceux  elliptiques  a,«,0,t,e,ci),  sont  : 

H  =  y/ [LU  (1  —  e^)  cos  i,  ^  =  6, 


(21)  ]  G  =  Vfx^i  (1  —  e»),  ^  =  a>-^  =  «o-.6, 


«=-ê' 


y  =  ne  =  6  —  (0. 


Inversement  on  aurait 


,  A  —       Ji                                   p  — v/i  +  2CG>, 
(22)  («--^»  ""^^^ 

i  =  arc  COS  ~ ,  e  =  j^  +  A  +  ^. 
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CHAPITRE  IV 


Développement  en  séries  des  coordonnées  qui  fixent 
la  position  d'une  planète  dans  son  orbite  elliptique 


I.  —  Expressions  des  coordonnées  polaires  r  et  v  en 

FONCTION  DU  TEMPS. 

Les  coordonnées  r  et  t?  déterminées  par  les  formules  (14) 
et  (21)  du  paragraphe  III,  chapitre  II,  font  connaître  la  posi- 
tion d'une  planète  dans  son  orbite  à  un  instant  quelconque  t, 
lorsque  pour  cet  instant  u  est  connu.  Il  s^agit  donc. tout 
d'abord  d'obtenir  u.  Mais  l'équation  (18)  qui  l'exprime  étant 
transcendante,  il  est  impossible,  en  général,  d'avoir  son  ex- 
pression sous  forme  finie,  et  c'est  à  un  développement  en  série 
que  l'on  est  obligé  d'avoir  recours.  Voici  le  moyen  que  l'on 
emploie  ordinairement  pour  y  parvenir. 

On  a 

uzzint-^e  sinti, 

et  comparant  cette  équation  avec  celle 
^  =  07  +  e/1x) 
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dont  le  développement,  dû  à  Lagrange,  est 

on  en  déduit,  en  faisant  z  =  u,  œ  =  nt,  f{œ)  =  sin  a?  (et 
laissant  œ  pour  plus  de  simplicité). 


,        .         ,     e^   c?  sin  *a;   ,      e'    oP  sin  ^x  , 

«"*     c?*"-*  sin'^a? 


Mais  on  a 

2  sin  *a?  =  —  cos  2a?  4-  *> 

2*  sin  'a?  =  —  sin  Sa?  +  3  sin  a?, 

2'  sin  *a?  =  -f-  cos  4a?  —  4  cos  2a?  -f-  3, 

2*  sin  *a?  =  -|-  sin  5a?  —  5  sin  3a?  -f-  10  sin  a?, 

2*  sin*a?  =  —  cos  6a?  -}-  6  cos  4a?  —  15  cos  2a7  -j-  10, 


rf  sin  *a?        .     _             d^  sin  'a?       3^  sin  3a?  —  3  sina? 
— d^  =  «n2<r.         -^i— = 2i ' 

rf*  sin  ^a? 


rfa?» 


=  2'  sin  4a7  —  4  sin  2a7, 


,  ^ —  =  5*  sin  5a?  —  53*  sin  3a?  -f- 10  sin  a?, 
^^*^  ==  3»  sin  6a?  —  62»  sin  4a?  -f  3.5  sin  2a?, 


On  a  donc,  parla  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation 
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précédente,  et  après  avoir  remplacé  x  par  n^ 
u  =  rU'\-e  ûnnt 


(*) 


-j-  Ô3  (3  s^"*  3n^  —  sin  nt) 


+  i  a  o   (2  sin  4n^  —  sin  2n^) 

1 .  Z.  u. 


4-  ^S-^  (53  sin  5n/  —  3*  sin  3nt  -f  2  sin  n^) 

-f  ÔÏQ-r  (3*  sin  6n^  —  2«  sin  4w^  +  5  sin  2n/)  -[-... 

1/angle  w  étant  déterminé  en  fonction  de  t  par  cette  for- 
mule, on  aura  les  valeurs  correspondantes  deret  de  vàTaide 
des  relations  (14)  et  (21)  du  chapitre  III.  Mais  il  est  préférable, 
surlouL  lorsque  les  excentricités  sont  petites,  d'exprimer  r 
et  V  de  La  même  manière  que  w,  c'est-à-dire  par  des  séries 
procédant  suivant  les  puissances  de  e  et  qui  soient  des  fonc- 
tions explicites  du  temps.  Voyons  donc  comment  on  peut 
exprimer  r  et  v  sans  passer  par  le  calcul  de  u. 

On  a 

-  =  1  —  ecosu, 
a 

Posons 

F  (flj)  ^=  1  —  e  cosa?,  F(a?)  =  e  sin  œ,  f[x)  ==■  sin  a?,  x  =  nt. 
Alors,  par  la  formule  connue 
Ci)       P(.)  =  F(.)  +  e  F(.)  n.)  +  â^i^»^ 


+Tix:;r^[^'(-)^H' 


on  en  déduira 

-  =  1  —  e  cos  X  +  e^  Q\n^  xA—^ — 3 +s^ — T"5 — 

ât  ^^  ->-  2      fi^      '  2.3     cto^ 
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Mais 
•„2^  CQ8 2a?  +  i    d^in^œ  3 cos 3a7  +  3 cos a? 

Sm     se  =  —  — ' J    — ZZI    — ' y 

2  dx  2» 

d^  s  in  "^sc 

— ^^j—  =  — 2cos4a; -j-.2cos2a?, 

cPsmSa?_       5^  cos  5a?  +  53^  cos  3a?  —  52  cos  2a? . 

substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  précédente  et  rempla- 
çant œ  par  nt,  on  aura  donc 


-  =  1  —  e  cosnt 
a 


(2) 


—  -g  (cos  ^nt—i) 

—  Ô3  (3  cos3?î/  —  3  cosn^) 

—  -^  (cos  4n^  —  cos  2  w/) 

^  2^  ^^^  ^^^  ^*  ""  ^^^  ^^®  3  w^  +  52  cos  n^) 
\  —  2r5(3^<^os6«^— 2'cos4ni+5cos2n^)— ... 

Il  nous  reste  à  exprimer  v  en  fonction  de  L  Or  si  l'on  écrit 
Inéquation  (21),* chapitre  II,  de  cette  manière  : 


.    i 

sin^ 

i 

cos- V 


1 

sm  -u 


-Vi~e       1     ' 


cos  -M 
2 


et  que,  dans  celte  dernière,  on  remplace  les  sinus  et  cosinus 
par  leurs  valeurs  en  exponentielles  imaginaires ,  on  aura,  e 
désignant  la  base  du  système  de  logarithmes  népériens. 


»'/^-fl        V  i  —e  ^u\/^^i 
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Posons 


il  en  résultera 

1— x«»\/-<  . 
et,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  aura 

P  _^  „  ,  log  (1  -  X  c  -  » y/^)  -  log  (i-x»"-\/^ 

expression  d'où  Ton  tire,  en  développant  les  logarithmes  et 
remplaçant  les  exponentielles  imaginaires  par  leurs  Taleors 
en  sinus  et  cosinus, 

Xsin  w-f-^si^  2^  +'r-sin  3u4-— )• 

Maintenant,  on  a 

u  =  n/  -f"  e  sin  u, 
smu  = =  sin  w^  -J-  5  sm  2  n<  + 

^  (3  sin  3  n^  —  sin  nt)  -}-... 
On  a  ensuite 
sin  2m  =  sin  2nt  +  e  (sin  3nt  —  sin  nt)  +  e^  (sin  4n^  —  sin  2nt) 
+  rg-g  (4  sin  nt  —  27  sin  3n^  +  25  sin  ^nt)  -|- 

sin  3m  =  sin  Snt  +  5  [3  sin  4n^  —  3  sin  int) 

+  38  (^^  sin  5nt —  18  sin  dut  +  3  sin  nt) 

-f-j  (9  sin  6nt  —  42  sin  Ant  +  3  8in2nO+ 
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D'un  autre  côté,  la  formate  de  Lagrange  [formule  (6)]  donne 
en  posant 


l+VÏ-^=a,  d'oùa  =  2 ,et.ar  =  «; 


a 


a,  =  2,      e  =  e\      F(z)=i=i, 


^  — 2/-r2<+»-r     j2     2<+4-t-  12  3  2.+»T 


6         6 

c'est-à-dire,  en  remarquant  que  X  =  -  =  -> 


^  — 2i^2/  +  a^       T^2.2'  +  *         ^      2.3.2'  +  «  ^"* 

D'après  cela,  et  en  bornant  Tapproximation  aux  terme?  qui 
sont  du  sixième  ordre  par  rapport  à  d,  on  aura  donc 


vz=znt'\^  2e  sin  nt 

+  7  6*8in2n^ 
4 

xgx    /  +^5-3(43  sin  3n<  — 3  sin  n*) 

e* 
+  ^  (103  sin  4n^  —  44  sin  int) 

e^ 
+  §«-3^(4097  BinSn^— 645  sin  3n^-f- 50  n^)  4. . 
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V  —  nt  ou  la  suite  destek*mes  2^  sin  nt4-  7  e^  sin  ^nt  -}-  ••• 
est  ce  que  les  astronomes  sont  convenus  d'appeler  Véqualion 
du  centre;  c'est,  comme  l'on  voit^la  quantité  qu'il  faut  ajou- 
ter à  la  longitude  moyenne  pour  avoir  la  longitude  vraie  v. 

Si,  au  lieu  de  compter  l'angle  v  du  périhélie,  on  fixe  son 
origine  à  un  point  quelconque  de  l'orbite,  et  si,  de  plus,  on 
prend  pour  origine  du  temps  un  instant  quelconque  après  le 
passage  de  la  planète  au  périhélie,  il  faudra,  d'après  les  re- 
marques que  nous  avons  faites  à  la  page  6:2,  remplacer,  dans 
les  expressions  (2)  et  (3),  v  par  v  —  od  et  n^  par  nt-^^-t  —  «o  ; 
et  ces  expressions  deviendront  alors,  en  représentant  ce 
dernier  angle  par<  et  ordonnant  par  rapport  à  cette  quan- 
tité, 


(4)    i 


/125    .       4375    ,\ 


■gôe«cos6Ç 


16807 
46080 


e'  CO8  7Ç. 
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(S)  - 


+ 

+ 


,  /13  -  43  .  ,  95  .\  .  _, 

,  /103  ,  451  ,\  .  ,, 

,  /1097  ,  5967  ^\  .  „, 

,  1223  ,  .  -_ 

+  32256  "•''*'* ''^- 


gj^  dans  la  formule  (b),  on  pose 

F(^)  =  (1  — e  cos  0?/,    /•(  a?)  =  sin  a?,    a?  =  n*, 


^11 


aura 


-^  =  (1  —  e  cosa?)' 
-j-  ie^  sin^a?  (1  —  e  cos  ûcy~* 

,      le^     cP  sin  *a} ,.  .,     . 


Jt€5l^ 


plaçant  dans  cette  dernière  œ  par  nf,  et  effectuant  les 
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différenliaiions,  puis  faisant  rU-^-  t  —  (o  =  Ç,  on  en  conclura 
aisément 

-(|e«-J«^)co82Ç 

i 

—  -^«^0084? 
D 

—  jg^e'cosSÇ; 

-(3«  +  |e3-||«»)cosÇ 

—  -  «*  cos  2Ç 

-f-ge*  cos  4; 

+  ï^e5cos5i;; 

—  (4e  +  c^)cos; 
+  6C0s2i;. 

et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  puissances  de  ^« 
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IL  —  Autre  forme  du  développement  de  r  et  de  v: 


Les  formules  qui  expriment  souç  forme  flnie  les  valeurs 
de  r,  nt  eiv  au  moyen  de  la  variable  auxiliaire  u,  sont  sus- 
ceptibles de  se  développer  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  des 
multiples  de  Tanomalie  moyenne  n(,  et  Ton  peut  toujours 
représenter  leurs  coefficients  par  des  intégrales  définies.  Ces 
intégrales  se  résolvent  elles-mêmes  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  l'excentricité,  et  sont  d'au- 
tant plus  convergentes  que  cette  fraction  est  plus  petite.  En 
les  appliquant  au  cas  des  anciennes  planètes  pour  lesquelles  0 
n'excède  pas  0,20560,  on  trouve  pour  les  coefficients  de  r  et 
de  V  des  valeurs  numériques  qui  coïncident  exactement  avec 
celles  que  nous  avons  déduites  du  tbéorème  de  Lagrange.  11 
semblerait  donc,  d'après  cela,  que  cette  méthode  n'eût  pas  dans 
la  solution  du  problème  qui  nous  occupe  une  grande  impor- 
tance ;  car  la  détermination  de  ces  coefficients  a  été,  de  nos 
jours,  effectuée  avec  beaucoup  de  soin  et  le  calcul  en  a  été 
poussé  aussi  loin  que  le  comportent  les  applications  astrono- 
miques. Cependant,  comme  la  méthode  dont  nous  parlons  peut 
s'étendre  aux  coordonnées  de  deux  ou  d'un  plus  grand 
nombre  de  planètes,  et  que,  dans  ce  cas,  elle  fournit  un  pro- 
»  cédé  très  remarquable  pour  la  détermination  des  coefficients 
du  développement  de  la  fonction  R,  nous  allons  l'exposer  ici 
avec  tous  les  détails  convenables. 

Considérons  les  trois  fonctions  u  —  n/,  - ,  r —  n^  dont  les 

valearSf  sous  forme  finie,  sont  représentées  parles  équations 
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(14)  (18)  el  (21)  du  mouvement  elliptique,  et  posons 

!u  —  n^  =  A|  sinn^  -}"  ^2  sin2n/  -f-  ••••  4-A/ sinin/-]-.., 
-  =  BQ'\'B^  cos nt -^^  B2Cos2nt  +  ....  +  BiCOSîn^-|"--» 
V  —  nt=z  C^  sin  nt  -f-  Cj  sin  2nt  +  ....  +  CjSÎnin^^--  » 

A|,  B/,  G/  étant  des  coefficients  indépendants  de  nt,  qu'il  s'agit 
de  déterminer. 

Si  Ton  désigne  par  i  et  t'deux  nombres  entiers  quelconques, 
et  par  n  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  on  aura, 
en  effectuant  l'intégration  entre  les  limites  0  et  tc, 


/  cos  i  nt  cos  i'  nt  dnt  =  o , 


I 
i 


/  sin  (  nt  sin  t  nt  dnt  =  o , 


dans  le  cas  où  i  et  t  sont  inégaux;  el 


f 


cos*i«^c?n<=â'^> 


s\n^intdnt=:  -  ir, 


dans  le  cas  de  i  =  t'T  Pour  i  =  o,  la  première  de  ces  der- 
nières intégrales  se  réduit  à  77  et  la  seconde  à  zéro. 

Maintenant,  si  l'on  multiplie  la  première  et  la  troisième  des 
équations  (1)  par  sin  intdnt  et  la  seconde  par  cos  inldnt^ 
puis  qu*on  intègre  les  deux  membres,  depuis  n^  ==  o  jusqu'à 
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ni  =  -JT,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  tous  les  termes  des 
seconds  membres,  à  l'exception  de  ceux  qui  ont  À/,  B^  ou  C/ 
pour  coefficients,  s*évanouiront,  et  qu'ainsi  on  aura 


(2) 


nt  dntf 


2  r 

l     A,-  =  -    /     (u  —  nt)  sin  t  ; 

I  Vo 

2  r 

C/  =   -     /    (t?  —  nt)  sin  int  dnt. 


r  cos  i  nt  dnt^ 


=  fjf(«-„. 


Dans  le  cas  particulier  de  i  =  o,  on  a 


(3) 


Bo  =  —    /     r  dnt. 


valeur  qui  n*est  que  la  moitié  de  celle  que  Ton  déduirait  de 
Vexpression  de  B/. 

On  peut  simplifier  les  intégrales  (2),  en  prenant  pour  va- 
riable indépendante  u  au  lieu  de  nt^  et  appliquant  le  principe 
de  l'intégration  par  parties. 

Considérons  d'abord  la  seconde  qui  ne  renferme  que  r,  nt, 
et  dnt.  Les  valeurs  de  ces  quantités  sont 


(«) 


r  =  a  (i  —  e  cosw), 
nt=LU  —  e  sin  u , 
dnt  =  (1  —  e  cos  tt)c?M, 


Digitized  by 


Google 


102  LIVRE   1  —  CHAPITRE  IV 

et,  en  les  substituant  dans  Texpression  de  B/,  on  obtient 
(4)        B,-  =  -     /  (l  —  e  cosw)*  cos  i[u  —  e  sînu)  du. 


Cette  formule   se  simplifie  encore   par  rintégration   et 
devient 


(5)  B|  ==  r-   /     sin  i(u  —  e  sin  u)  sin  udu 


=  r-    1     sintiu  —  e  sm  u) sir 

ITT     /  ' 


Dans  le  cas  de  î  =  o,  on  a 


=  -      /    (1  —  eCOSî*)' 


(6)  Bo=-     /    a-  ecosufdu  =  i  +le^, 


en  ne  prenant  que  la  moitié  seulement  de  l'intégrale  (4).  G*est 
le  seul  des  coefficients  A/,  B,,  d,  qui  puisse  être  obtenu  de 
cette  manière,  c'est-à-dire  sous  forme  finie. 

En  intégrant  par  parties  les  expressions  de  A,-  et  de  G,-,  et 
observant  que  u  —  nt  el  v  -  nt  sont  nuls  aux  deux  limites 
nt=.  oeX  nt  =  tu,  on  aura 

COS  i  nt  -r-,  dnt  —  -r-    1     cos  *  nf  dnt^ 
Uni  iTz  I 

dv  2     I  ' 

COS  i  nt-r-  dnl  --  T-    1     cos  i  nt  dnt^ 
dnt  iTz   I 
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OU,  à.  cause  que  rinlégrale  du  second  terme  est  toujours  nulle, 


du   , 
C08  t  ni  -p-  dnly 
ant 


I/o 

=  T     1      cos  t  n^  3—  dnt. 
x-K   f  dnt 


C, 


On  a  d'ailleurs,  par  la  différentiation  de  Téquation  (21)  du 
§111,  chapitre  II, 


dv      V    i  —  g» 

du  ""    i  —  ecosu 


Farisant  à  Taide  de  cette  valeur  et  de  celles  [a)  les  substitu- 
tions indiquées,  on  obtient,  pour  les  expressions  de  A/  et  de  G/, 


O) 


(8) 


cos  i{u  —  e  sin  u)  du^ 


2^1  —  e»     /     cos  i{u  —  e  sin  u) 

îiz  /  1  —  e  cos  u 


du; 


car  les  limites  de  u  sont  les  mêmes  que  celles  de  ni. 

En  différentiant  l'expression  de  A/  par  rapport  à  e,  on  oblient 


£^  z=  -^    /      sin  î  (ti  —  e  sin  u)  sin  wrfw, 
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résultat  qui,  étant  rapproché  de  celui  (5),  conduit  àla  relation 


m  B,=_ff. 


Ainsi,  on  peut  faire  dépendre  la  valeur  de  B/  de  celle  de  Af 
et  de  ses  dérivées  par  rapport  à  e. 
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SECONDE   APPROXIMATION    DU  MOUVEMENT    HÉLIOGENTRIQUE  DES 
PLANÈTES.   —  THÉORIE   DO  MOUVEMENT  TROUBLÉ. 


CHAPITRE  I 

Méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
poar  IMntég^ration  des  équations  du  mouvement 
troublé. 


L  —  Considérations  préliminaires.  —  Divers  ordres 
d'approximation  par  rapport  aux  masses. 

La  détermination  du  mouvement  des  planètes  autour  du 
Soleil  dépend,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  paragraphe  III 
du  Chapitre  I,  de  Tintégralion  des  équations  différentielles  (C) 
et  des  équations  semblables  relatives  aux  corps  ni  m'\..  Mais, 
dans  Tétat  actuel  de  l'analyse,  cette  intégration  en  termes 
finis  est  impossible,  et  Ton  est  obligé  d'avoir  recours  à  des 
approximations.  La  constitution  de  notre  système  planétaire, 
nous  l'avons  dit,  offre  pour  cela  cet  avantage  précieux  que, 
les  masses  planétaires  étant  très  petites  par  rapport  à  celle  du 
Soleil,  la  fonction  H  dépendante  de  l'ordre  des  masses  se 

trouve  être  une  très  petite  quantité  par  rapport  à  celle  \  et 

peut,  dans  une  première  approximation,  être  négligée.  Les 
formules  qui  en  résultent  sont  alors  celles  du  mouvement 
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elliptique,  et  Ton  peut,  en  partant  de  ces  formules,  parvenir 
à  celles  qui  expriment  le  mouvement  trDublé,  soit  en  cher- 
chant à  déterminer  les  corrections  que  doivent  subir  ces  pre- 
mières valeurs  des  coordonnées  pour  représenter  le  mouve- 
ment varié,  méthode  qui  est  celle  employée  généralement  par 
Laplace  dans  la  Mécanique  céleste^  soit  en  regardant  Torbite 
de  la  planète  troublée  comme  une  ellipse  dont  les  éléments 
varient  à  chaque  instant  par  l'effet  des  forces  perturbatrices, 
et  cherchant  à  déterminer  ces  variations  par  Tcmploi  de  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  que  Ton 
doit  à  Lagrange.  Lorsqu'on  suit  cette  marche,  qui  est  à  la  fois 
la  plus  simple  et  la  plus  naturelle,  on  est  aisément  conduit 
par  rintégration«auK  valeurs  finies  des  variations  Sa,  le.  Se... 
des  éléments  elliptiques,  et,  ajoutant  ces  valeurs  finies  à  ces 
mêmes  éléments  ou  constantes  arbitraires,  on  en  conclut 
celles  qui  conviennent  au  mouvement  troublé  ou  a  -|-  ^^» 
tf  +  Se...  En  général,  les  quadratures  d'où  dépendent  les  va* 
riations  Sa,  Se..,  ne  peuvent  pas  s'effectuer  exactement; 
mais  on  peut  toujours  les  obtenir  par  des  approximations 
successives.  Pour  cela,  on  commence  par  n*avoir  égard  qu*à 
la  première  puissance  des  masses  perturbatrices,  et  Ton  est 
ainsi  conduit  à  ime  première  valeur  approchée  de  ces  élé- 
ments devenus  variables.  A  Taide  des  valeurs  résultant  de 
cette  seconde  approximation,  on  en  obtient  une  troisième 
dans  laquelle  il  est  tenu  compte  des  carrés  et  des  produits  des 
forces  perturbatrices,  et  continuant  de  la  sorte,  on  parvient  à 
des  valeurs  de  Sa,  Se,  Se...  aussi  approchées  qu'on  le  désire, 
et  Ton  arrive  par  suite  à  connaître,  pour  chaque  instant  don- 
né, le  lieu  de  Tastre  dans  son  orbite  avec  toute  la  précision 
que  les  observations  comportent. 
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II.  —  Principe  sur  lequel  repose  la  méthode  de  la 

VARIATION    des   CONSTANTES  ARBITRAIRES. 


Considérons  une  planète  m  en  mouvement  autour  du  Soleil. 
Les  équations  différentielle»  du  mouvement  dans  le  cas  d'une 
orbite  elliptique  ou  d'une  orbite  troublée  seront,  comme  l'on 
sait,  les  suivantes  : 

(I)  (II) 

^  f   i^_^  ^^  ,    V-x       dK 

dt^-r^z-0,  — -f--^„, 

R  désignant  la  fonction  des  forces  perturbatrices  et  —  »  —,  — 

dx    dy  dz 

étant  Jes  composantes  de  ces  forces  dirigées  suivant  les  trois 

axes  des  coordonnées.  Nous  avons  déjà  dit  que  ces  forces 

sont  très  petites  par  rapport  à  celle  ^  qui  produit  le  mou- 
vement elliptique. 

Cela  posé,  admettons  que  les  équations  (I)  aient  été  com- 
plètement intégrées,  et  proposons-nous  de  satisfaire  aux 
équations  différentielles  (II),  en  faisant  seulement  varier  les 
constantes  que  renferment  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles (1). 
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La  solution  compUMe  de  ces  dernières  équations  a  été 
obtenue  au  Chapitre  qui  précède,  et  nous  avons  vu  qu'elle 
fournissait  les  six  constantes  arbitraires 

a,  e,  c,  (0,  e,  cp, 

que  nous  avons  nommées  les  éléments  de  Torbite  elliptique 
de  m.  Conformément  à  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  s'agira 
donc  de  faire  varier  ces  constantes  arbitraires  de  manière  à 
réhiblir  dans  les  équations  différentielles  (l)  la  considération 
des  forces  perturbatrices,  ou,  si   l'on  veut,  la  présence   des 

termes  -j— ?  -7-?  3—5  qui  constituent  les  seconds  membres  des 
dx    dy    dz    ^ 

équations  différentielles  complètes  (II). 

Représentons  d'une  manière  générale  par 

a,  h,  c,  e,  ^  g 

ce:î  six  éléments  ou  constantes  arbitraires,  et  soient,  au  bout 
du  lemps  t, 

^ dx  dy  ^f dz^ 

^^  ~'di'  ^  ~"  ^'  ^  '^  dt 

les  composantes  de  la  vitesse  de  m.  estimées  parallèlement 
ftux  trois  axes  coordonnés. 

Si  l'on  observe  que  chacune  de  ces  constantes  a,  ô...,  peut 
être  exprimée  en  fonction  du  temps  t  et  des  six  variables 
x^  ly,  ^,  (c^ y' ,  z\  et  que,  réciproquement,  on  peut  tirer  de 
ces  six  intégrales  les  expressions  de  chacune  des  va- 
riables.^, y...,  en  fonction  du  temps  et  des  constantes  a,  6...  çr. 
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on  aura  les  deux  systèmes  d'équations  : 

(ï)  (ÏI) 

a;  z=  <p  (a,  b,  c,  e,  ^  g,t),     a  =  V  (a?,  y,  z,  x\  y\  z\t), 

y  =  ^K  («»  *.c»  «j  A  ^>0»      ^  =  V,  (07,  y,  ^,  a?',  y  ,  y,/), 

^  =  <Pa  (a,  6,  c,  e,  /",  ^,/),    c  z=  V^  {x,  y,  ^,  a?',  y*,  z\t\ 

x'  =  ^3  (a,  6,  c,  e,  /•,  y,^.    c  =  V3  (a?,  y,  ^,  a?',  y',  y,<). 

Ne  considérons  pour  simplifler  que  Tune  des  intégrales  (II),  la 
première,  par  exemple, 

(a)  a  ==  V  [x,  y,*  z,  x\  y',  ^',/) . 

L'effet  des  forces  perturbatrices  étant  toujours  très  faible  et 
leur  action  continue,  on  peut  regarder  les  valeurs  des  coor- 
données Xy  y,  Zy  comme  invariables  pendant  Tinstant  dl.  Ainsi 
l'équatioa (x),  durant  cet  instant,  sera  satisfaite,  qu'il  s'agisse 
du  mouvement  elliptique  ou  du  mouvement  troublé.  Mais, 
dans  rinstant  qui  suivra  dl,  les  composantes  x.-i/^z'  de  la  vi- 
tesse recevront  des  accroissements  lx\  S/,  lz\  représentés 
respectivement  par  les  quantités  inHniment  petites 

l^"^'^     Ty^'^     Tz^'^ 

et,  dans  ce  cas,  Télément  a,  devenu  variable,  devra  être  rem- 
placé par  sa  variation  différentielle  qui  est 

(3)     da  =  ('^i^4-^^  +  ^^W- 
^   '  \dx  dx  *   dy  dy    '   dz  dz  ) 

Cette  relation  et  celles  analogues  que  Ton  en  déduirait  pour 
les  autres  quantités  6,  c,  6...  devenues  variables,  permettront 
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donc  de  rétablir,  dans  les  équations  différentielles  du  mouye- 

..,.*.  1  j      ..       j     .  dR    dR    cm 

ment  elliptique,  la  considération  des  termes  -t-j  -t-j  -7-  ou 

d'avoir  égard  par  la  seule  variation  des  éléments  a,  6,  c...  à 
Taction  des  forces  perturbatrices. 

Nous  allons  donner  à  celte  expression  (3)  une  forme  plus 
commode  pour  les  applications,  en  substituant  aux  dérivées 

partielles  -r-?  -t-j  -^  qu'elle  renferme,  les  dérivées  de  R 

prises  par  rapport  aux  constantes  ou  éléments  elliptiques 
a,  b,  c...  Dans  le  calcul  des  variations  de  ces  éléments,  ce  sont, 
en  effet,  ces  dernières  dérivées  que  Ton  a  besoin  de  connaître. 
Remarquons  pour  cela  que  R  étant  une  fonction  de  a?,  y,  z^ 
et  ces  dernières  des  fonctions  de  a,  6,  e...  ^,  on  a 


(m__dK^da^dRdb_ dR  dg 

dx        da   cUc    *"  db   dx    *  *"  dg   dc$^ 

dR_dR^da^^dRdb^. dR   dg 

dy        da   dy  ~^  db   dy  '^  *    dg   dy^ 

^^dRda^dRjib^  dR  dg 

dz        da    dz  '^  db    dz  "^       "^  dg   dz^ 


expressions  qui,  étant  substituées  dans  celle  de  da,  donnent 

fia  —  {—  —  4-  —  —  4_  —  ^\  ËE  ,ii 
\dœ'  dœ    '    dy  dy    '    dz'  dz)  da 

,    fda^  db^   ,    da^  db^  ■    da^  dh\  dR_  , 
+  \dx'  dx  '^  d^  dy'^  dz'  dz)  db 


(da_  dg_  ,    da_  dg_  .    da  dg\  dR   . 
'^\dz'dx'^  dy  dy  "*"  dz'  dz)  dg 
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Mais  la  fonction  R  étanl  indépendante  de  x^  y\  z\  ses  dérivées 
prises  par  rapport  à  ces  trois  variables  devront  être  nulles  ; 
ainsi 


rfR  _rfR  rfa    .    û?R  ûfô  .d^dg_ 

dx''^  dadx''^  dh  dx''^  ^  dg  daf^^' 

cm._rfR^  ,   û[R^  ■   cfR  dg 

dy''~  da  dx/"^  db  dt/'^  ^  dg  dy'"'^' 

c[R__cm^       c?R   rfô  ,    dVi  dg 

dz'^  da  dz''^  db  dz' '^  ^  dg  dz  "~  ^• 


Multipliant  la  première  de  ces  expressions  par  -rp  la  seconde 

par  —7  la  troisième  pa^  —  ?  puis  retranchant  de  la  valeur 

précédente  de  da  la  somme  de  ces  produits  qui  sont  séparé- 
ment nuls,  on  trouve 


dn.      (da  dh      da  db  .dadbdadb      da  db_dadb\dR 
cil  ~\dx'dx      dxdaf'^dy'dy      dydy'^ dz'dz      dzdz'Jdb 

_f/da  de 5[û_£fc_  .  ^£fc ^ÉLa^^H.— cto  dc\dK 

"^Xdx'dx      dxdx'^di/dy     dydy'^  dz'  dz      dzd£)  de 

+ 

,  fdadg     ^i£_\^^ fîîf^  i  f^?fe dadg^^ 

"+■  W'  dx~dx  ete'"*"  dy'  dy"'  dy  dy''^  dz'  dz      dz  dz')  dg' 


expression  dans  laquelle  la  dérivée  --z-  a  disparu,  comme  dis- 
paraîtraient d'ailleurs,  dans  les  valeurs  de  db,  de,  etc.,  les 

.    ^      rfR  rfR 
dérivées^,—'.- 
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En  employant  les  notations  symboliques  (a,6),  (fl,c)...  (a,^), 

.     ,  ^    dK  dR       dR 

pour  représenter  respectivement  les  facteurs  de  ^>  "X''"'  ^' 

on  peut  mettre  cette  expression  de  da  sous  la  forme  abrégée 
que  voici  : 

,,      dit      ,     ^v  ci?R  ,    /      sdR   .        ,    .      .dR 


ill.   —  Propriété  dont  jouissent  les  coefficients  de  la 
FORME  {a,   b). 


Cette  expression  de  da  jouit  d'une  propriété  fort  remar- 
quable, et  qui  consiste  en   ce  que  les  coefficients  qui  mulii^ 

plient  les  dérivées  partielles  ^»  't-'  etc,,  deviennent  indépen^ 

dants  du  temps  après  la  substitution  pour  a?,  y,  z,x\  y\  z'  de 
leurs  valeurs  en  fonction  de  t  et  des  éléments  ou  constantes 
arbitraires  a,  6,  c...,^. 

Pour  démontrer  cette  importante  proposition,  il  nous  suf- 
fira évidemment  de  former  la  différentielle  par  rapport  au 
temps  de  chacun  des  coefficients  ci-dessus,  et  de  faire  voir 
que  cette  difTérentielle  est  toujours  identiquement  nulle. 

Considérons,  par  exemple,  la  première  de  ces  fonctions  que 
nous  avons  désignée  par  [a  fi) 

-^ da_db_       da  db    .da  db 

^  ^  ^  ~  dx  dx       dx  dx    '   dy  dy 

{") 

rfa  rf^       da^  db^       du  rfô , 
dy  dy    '    dz  dz       dz  dz'^ 
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en  la  différentiant  par  rapport  à  ^,  on  a 

,.     ,.  da^^db^ ^^,^t^j^       jdb    da 

^   '  '        cto'     dx  dx  dx*  "^  dx     dx'  dx    dx 

,    û^  -rfô ^da^  db_j^db^.da_      ^  db_  da 

"^  dy'     dy~     dy   dy'^  dy     dt/  dy'  dy    '^ 

"^  dz'^^dz       "^  dz   dz''^  dz^  dz  ~  ^  d/  dz 

Or,  a  étant  une  fonction  de  a?,  y,  z^  x\  y\  z  et  de  t,  il  de- 
vra en  être  de  même  de  3—  Si  donc  l'on  forme  d'abord  cette 

dx 

dernière  expression  et  qu*on  la  différentie  ensuite  par  rapport 
au  temps,  on  aura,  en  remplaçant  — j  -^j  ^  par  leurs  valeurs 

a>\  2/9  z\  et  posant,  dans  les  équations  (I),  U  =  ^>  d'où 


dx^_d^  ^_rfU         ^'_rfU 

W            dt'^  dx'  di"^  dy          dt  ^  dz' 

on  aura,  disons-nous, 

d^a    ,   d^a  ,  _,     d^a  ,  ,     d^a      , 


\ 


^       \  dxdi  ^  dx'^      ^  dxdy  ^  ^  dxdz 

^  ^\  ^     d^a    dU j^   d^a   dV        d^a    d\} 
\  "*    dxdx'  dx    '    dxdi/  dy  "•   dxdz'  dz 

Hais,  en  prenant  la  différentielle  complète  de  a  par  rapport 
à  /,  on  a 

cUt  j^    1    da   y     .   da  j,     .   da  j 
--TT  dt  +  -r-dx  +  'Tf'dy  +  -T-  dz 
dt  dx        *   dy   ^    ^   dz 

Si  Ton  substitue,  dans  cette  équation,  à  la  place  decte',rfy', 

ASTAonOMlB  THfoEIQUI  g 
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dz',  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (a),  son  premier  membre 
deviendra  une  fonction  de  œ,  y,  z,  x\  y',  z\  et  ce  premier 
membre  ne  cessera  pas  d^ètre  identiquement  nul.  Si  donc  i*on 
suppose  cette  substitution  effectuée,  et  que,  dans  réquation 
résultante,  on  fasse  varier  l'une  quelconque  de  ces  quantités, 
celle  X  par  exemple,  on  aura 

d?a    ,   d^a    ,  ,     d^a     ,  ,     d?a     , 


dœdt  ^^  ûte*        '    dxdy  ^    *    dxdz  ' 

,      d^g    c?U   ,      d^a    c?U         d?a    rfU 
"^  dxdœ  dœ    •"  dxdy'  dy  "^  cterfz'  dz 

,dad^\5      da    cg*U    ,    rfa    c?U    _ 

et,  par  suite,  la  valeur  ci-dessus  de  c?  -j-  >  deviendra 

^da  (da<P\}      da    rf*U    ,    rfa   ^^\j> 

cte  Vcte'  cfa?*    '   c^y  dxdy   '    rf^'  dxdz) 

Maintenant,   si   Ton   différentie  par  rapport  au  temps   la 

valeur  ci-dessus  de  3-7)  on  trouve 
dx 


^da       {  d>a     .     d'^a      ,        d?a     ,        d?a     , 
dx'^X  dx'dt  '^  dxdcxS  ^  "*■  dydy'  -^  "*"  dzdz'^ 

,     rf^g  o?U         cPg    çgU   ,     c^^g    cflj  . 

On  a  d'ailleurs  identiquement 

da  j^da    ,  j^  da    t   \_da   , 
■5?  +  ^^+  dy^  +5;^ 

,   fl[g^c[U   ,   rfg^c[U  ,    rfg  ^ 

'^  daf  dx'^ dy'  dy  '^ dz!  dz  ~'  ^' 
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équation  qui  étant  différentiée  par  rapport  à  x  donne^  en  re- 
marquant que  U  ne  dépend  nullement  de  ai\  y\  z\ 

dx'cU'^dx  ■*"  dxdx'  ^  +  dydx'  ^    »"  dzdx' 

,d^ad[],      d^a    dU   .     d^a   diJ 
*   dx^ dx    '    dx'dy*  dy  "^   dx'dz  dz 

Ainsi,  la  valeur  de  d  -7-7  se  réduit  à  —  -r  dt.  En  écrivant 
dx  dx 

le&  autres  relations  analogues,  on  a  donc 

,çKa _î^^  ti— —  —  dx   d——  —  dt 

dx  dx     ^      dy  dy     ^      dz'  dz     ' 


etc. 


En    substituant  ces  expressions  et  celles  de  d  -7-»  à  -;->  etc. 
^  dx       da 

dans  la  diflerentielle  complète  de  (a,  b\  on  s'assurera  aisé» 
ment  que 

d(ayb)  =  o, 
d*où  résulte 

(a,  b)  =  constante. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que 

(a,  c)  =  const.,  [a,  e]  =  const.,  (a,  f)  =  const.,  {a^g)^const. 

Ainsi,  en  se  reportant  à  la  valeur  (A)  de  da,  on  voit  que  la 
variation  différentielle  d'un  élément  quelconque  da  de  tor^ 
bile  die  m  se  trouve  exprimée  au  moyen  des  différentielles  par- 
tielles de  la  fonction  R,  prises  par  rapport  aux  cinq  autres 
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^éléments  b,  c.,,g^et  multipliées  par  des  fondions  dea,à,c...g 
qui  jouissent  toutes  de  cette  propriété  remarquable  de  ne  pas 
contenir  le  temps  d'une  manière  explicite. 


IV.  —   Remarque  sdr  le  calcul  des  coefficients 

DELA  FORlfE  {a,  b). 

* 

Les  coefficients  de  la  forme  (a,  b)  qui  entrent  dans  les  ex- 
pressions des  variations  différentielles  des  six  éléinenls 
a,  b,  c,  g  y  résultent  de  la  combinaison  deux  à  deux  de  ces 
six  quantités.  Le  nombre  de  ces  coefflcients  est  donc  de  trente. 
Mais,  si  Ton  remarque  que  le  coefficient  (ft,  a),  par  exemple, 
se  forme  en  permutant  entre  elles  les  lettres  a  et  ô  du  coeffi- 
cient (a,  b\  on  voit  que  le  nombre  de  ces  coefRcierits  pourra 
être  réduit  à  quinze  ;  car,  si  Ton  effectue  cette  permutation 
dans  Téquation  (a),  elle  donne 

.,     . db  da      db  da   , 


valeur  qui  est  la  même,  au  signe  près,  que  celle  de  (a^^);  ea 
sorte  que  généralement 

(ô,a)  =  —  [afi). 

Pour  des  coefficients  formés  des  deux  mêmes  lettres,  tels 
que  (a,a),  (6,6)....  (^,^),  on  aurait  évidemment 

(a,a)  =  o,     (6,6)  =  o {g,g)  =  o. 

Maintenant,  si  Ton  écrit  les  valeurs  des  six  variations  diffé- 
rentielles da^  db....i  dg,  en  faisant  usage  des  notations  sym- 
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bolîques  que  nous  avons  adoptées,  on  aura 

db  .      .  rfR  ,   ,-    ,dK  ,  -  ,-    .rfR 

-=_{«.6)-+(M^H-...  +(M^' 

y  *    A         ^"^  /         \^R  /IL     \^   f  I    /         \^ 


Ainsi,  le  nombre  des  coefficients  qu*il  y  a  réellement  lieu 
de  calculer  se  réduit  à  quinze,  et  ces  coefficients  sont  les 
suivants  :  *    ' 

(a,6),  (a,c),  {a,6),  (a,/),  {a^), 

(ô,c),  {b,e\  {b,f),  [b,g), 

(B)  (c,e).  (c,/),  )c,p). 


V.    —    Cas  ou  L*uiiE  des  deux  abbitbaiiies  qui  e^ttrext  daxs  le 

COEFFIOEIfT  (a,  b)  EST  USE  FO!fCTIOX  DE  FOXCnOXS. 

I^oos  allons  examiner  le  cas  où  Tune  des  arbitraires,  a,  6, 
oai  ent>^n^  dans  la  composition  do  facteur  X  b),  celle  b^  par 
execupl^v  est  une  fonction  de  certaines  quantités  %,  %  y,  que 
nort»    ^apposerons  donnée^  immédiatement  en  fonction  de 
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Reprenons  à  cet  effet  Texpression  de  (a,  b),  savoir 

s      ,. £^  ^       da  dh_     ,    da  dh 

^  *     '       dœ'  dx~~  dx  dx'^    *   dy'  dy 


dy  dy  "^  dz  dz       dz  dx' 


On  anra  évidemmeQt 


dh^_d^d^    \i^d^   \d^d^ 
ctbo  ^^  di.  dx  "^  d^  dœ       dy  dx  ' 

db        db  doL        dh  d^        dh  dy 
dx'       rfa  dx'  "*"  rfp  dx'    '    dy  dx 

db  _^d7.   ,dh^    .dbdi 
dy       dddy'^  dp  dy   '    dy  dy 


et,  par  la  subslition  de  ces  valeurs  dans  l'expression  ci-dessus 
de  (a,ô),  il  en  résultera 


db /dadçL       da  d(x.    .    da  da. 

^  '    '       doL  \dx'  dx       dx  dx*    dy  dy 

da  dv^   ,dadcL da  rfa  \ 

dy  dy    '   dz  dz       dz  dz') 

,    rfô  (da  dp  _da  dp    .da  rfp 

'    dp  \dx'  dx       dx  dx''^  dy'  dy 

dy  dy' "•"  (/y  c?^       dz  dz) 

\   db  /da  d^       da  dy    ,    da  dy 

"^  dy  \dz'  dx       dx  dx'  "•"  dy'  dy 

da  d^  j,dad^ da  df\ 

dydy'^'dzdz       dzdz')^ 

ou,  en  employant  la  notation  symbolique  adoptée, 
(0  (a,  *)  =  (a,  .)  £  +  (a,p)  ^  +  («,  y)  ^- 
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Ainsi,  la  recherche  des  coefficients  de  la  forme  (a,  b)  se 
ramène,  dans  le  cas  considéré,  à  celle  des  coefficients  (a,  ol), 
(a,  p),  (â,  y),  ce  qui  ne  peut  offrir  aucune  difficulté,  puisque 
nous  avons  supposé  que  ces  derniers  coefficients  étaient  ex- 
primés immédiatement  en  fonction  de  Xy  y,  z,  x\  y',  z\ 


f 
VI.  —  Variations  différentielles  des  constantes 

ARBITRAIRES  A  l'oRIGINE  DU  TEMPS. 


Les  fonctions  de  la  forme  (a,  V)  devenant  indépendantes  du 
temps  ^,  lorsqu'on  y  substitue  pour  x,  y,  z,  x\  y',  z  leurs 
-valeurs  en  fonction  de  t  et  des  arbitraires  a,  h,  c,  ^,on  peut, 
après  la  substitution,  y  faire  t  nul  ou  égal  à  une  constante 
quelconque.  Nous  allons  voir  que,  lorsqu'on  prend  pour  arbi- 
traires de  la  question  les  valeurs  initiales  des  variables  a;,  y,Zy 
a)\  y\  z\  il  en  résulte  des  formules  extrêmement  simples. 

Soient  a?Q,  yoï-^oî^o»  ^o»  ^Is  ^^^  valeurs  de  ces  six  variables 
à  Forigîue  du  temps,  c'est-à-dire  quand  ^  =  o.  On  aura, 
d'après  la  formule  (a) 

da    db     ,    da    db         da   db 

et,  comme  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  Ton  fasse  a  =  x^^  ^=yo» 
c  =  Zf^y  etc.,  on  en  conclura 

(a?o»  ^o)  =  —  *»    (yo»  yo)  =  —  *>    (^0»  ^o)  =  —  i- 
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Tous  les  autres  coefficients  (a7o,yo)>  (^o»yo)>  (^o>  -^o)»  ®^c» 
seront  nuls,  en  sorte  que  Ton  aura,  pour  déterminer  les  varia- 
tions différentielles  des  arbitraires  ocq,  y^...,  Zq,  les  six  équa- 
tions 


(2) 


dcOq 

db 

= 

dR 

dmC 

dt 

= 

dR 

dyi: 

dx^ 
dt 

~ 

dR 

-dz': 

dt 

dR 

dx^ 

dt 

dz', 
dt 

dR 
-dz. 

Ces  formules  sont,  comme  on  le  voit,  d'une  extrême  simpli- 
cité: malheureusement,  leur  forme  est  plus  curieuse  qu'utile; 
car  le.  système  des  constantes  arbitraires â?^,  ^q-m-^o  4^^  nous 
avons  considéré  ne  se  rencontre  pas  ordinairement  dans  les 
questions  de  Mécanique.  Telles  qu'elles  sont,  cependant,  ces 
formules  vont  nous  permettre  d'exprimer  très  simplement 
les  dérivées  partielles  de  R  en  fonction  des  variations  des  ar- 
bitraires, question  inverse  de  celle  que  nous  avons  résolue 
au  paragraphe  II. 

-  On  a,  en  effet,  en  considérant  H  comme  une  fonction  des 
arbitraires  âîQ,  yot  -^o»  ^o>  ^o»  -^o»  ®^  ^^  dernières  comme  des 
fonctions  de  a,  ô,  c,  c,  /*,  g^ 


dK  _  rfR  ctop  y    rfR  rfyp       c?R  dz^, 
da       dœ^  da  '^  dy^  da    '   dz^  da 


,    rfR  c^  ,    rfR  c^  ,   _rfR  dz^ 
"^  rfa?^  da  "*   dy'^  da  "*   dz'^  da  ' 


ou,  en  mettant  à  la  place  de  ; — »  -7-  >  etc,  leurs  valeurs  tirées 

dxQ    dy^ 
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des  équations  précédentes, 

dK ctop  dxQ   ,d^o  dj/l^    t^z^  dz^ 

da       da    de     *"  da    cf^     '    da   dt 

(3) 

_^dx^dx^  ^dy^d^  __  dz^  dz^ 

da    dt         da    dt         da    dt 

Mais,  en  différentiant  par.  rapportât leis arbitraires ^of2/o»^o> 
coq,..  regardées  comme  des  fonctions  de  a,  b,  c.g^  i*on  a 

dXn cfa?Q  da  ^^  dx^  db   ^^  dx^  dg 

dt  "^  da  'di'^  db  11^ dg  lû' 

^_dy^da.dy^db^  dy^  dg  ^ 

dt        da  dt'^  db   dt'^ dg   dt' 

dz^ dz^  da  ,   dz^  ^  i  i   Ç[^  Ç^. 

dt~  da  dt"^  db  dt'^  '  '  '  '^  dg  dt' 

Si  donc  Ton  pose 

_^£^  I    ??£fl  dz^  _dz^dzi^ 
db    da'^  da    db        db    da^ 

W      L"»J  — eto,  de        de   da'^  da    de 

_  ^yp  c^yo  ■  d^ù  d^i  _  dz^  dz^ 

de   da    *    da   de        de    da 

et  trois  autres  combinaisons  analogues  pour  les  coefficients 
[a,e],  [a/],  [a,g]);  on  obtient 


Digitized  by 


Google 


12S  LIVRE  U    -      CHAPITRE  I 

expression   dans  laquelle  les  coefficients  de  la  forme  [a, 6] 
jouissent  de  la  même  propriété  générale  que  ceux  de  (a,6). 
Comme  au  paragraphe  IV,  on  a  ici 

[a,a]  =  o,     \bib\  =  0.  .  . ,     l^,^]  =  o, 
et 

On  peut  donc,  si  on  le  veut,  présenter  sous  la  forme  sui- 
vante l'ensemble  des  formules  analogues  à  celle  (5)  : 

g=[,,»if+[,,.,f+ +[m|. 

5f  =  -Wlf+Mi-  + +  (M|. 

(C) 


^=  -  [«,^]  j-,-  [*,^]  j- -  (/..<;]^. 

On  déduit  immédiatement  de  ces  équations  le  théorème 
suivant  :  La  variation  de  la  fonction  perturbatrice  R,  en  tant 
qu'elle  dépend  des  variations  des  éléments  a,b,c...,g  du  corps 
troublé,  est  une  quantité  toujours  nulle. 

Car,  si  dans  la  différentielle  complète  de  R,  savoir 


-^da  +  ^db+-dc^...+-dg, 


on  substitue  à  -r-?  -rr'  etc.  leurs  valeurs  ci-dessus  (C),  on 
da  db  ' 
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tombe  sur  une  expression  identiquement  nuUe^  ce  qui  tient  à 
ce  que  l'on  peut  supposer,  comme  nous  Tavons  vu  (§  II),  que 
Torbite  reste  constante  pendant  Tinstant  dt,  et  qu^elle  ne  varie 
que  de  cet  instant  au  suivant. 

Nous  ferons  encore  remarquer  le  résultat  suivant,  qui  se 
déduit  aisément  des  valeurs  (1)  et  (4)  de  (a,6)  et  de  [ayb]  : 

{a,b)  [a,b]  +  (a,c)  [a,c]  -f  .  .  .  .  :  -f-  {a,g)  [a,g]  =  I. 
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Application  de  la  méthode  de  la  variation  des  cons- 
tantes arbitraires  h  l'intég^ration  des  équations 
différentielles  du  mouvement  troublé. 


I.  —  Exposition  du  calcul  complet  des  quinze 

COEFFICIENTS  (a,   b). 

Nous  allons  maintenant  appliquer  la  méthode  d*intégratîoa 
qui  précède  à  la  recherche  effective  des  variations  différen- 
tielles des  six  éléments  ou  constantes  arbitraires  qui  entrent 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique. 

Nous  commencerons  d'abord  par  remplacer  les  six  arbi- 
traires que  nous  avon:^  considérées  jusqu*ici,  savoir  : 

a,  b,  c,  c,  /;  g, 
par  celles 

a,  e,  cp,  K,  l,  0)^,  <*) 

qui  résultent  des  intégrations  obtenues  précédemment.    Les 

(1)  Pour  plus  de  simplicilo,  nous  prenons  1*  au  lieu  de  rexcentrlcité  e, 
la  constante  K  à  laquelle  cette  quantité  se  trouve  lice  par  la  relation 

2"*  au  lieu  de  Télément  e,  Tarbitraire  l,  et  3*  au  lieu  de  Tangle  u,  celui  «tj, 
compris  entre  la  ligne  des  nœuds  et  le  graod  axe  de  Torbile.  Plus  tard, 
nous  remplacerons  ces  constantes  par  leurs  valeurs  en  foDCtion  des  arbi- 
traires usuelles. 
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quinze  coefficients  que  nous  aurons  à  former  seront  alors  les 

suivants  : 

(I) 
(a,0),  (a,<p),  (a,K),  (à,/),  (a,<o^), 

(0,9),  (0,K),  (6,0  (6,(0,), 

(<p,K),  (<p,/),  ((p,a>J, 

(K,0,  (K,a>,), 

(;,(i)|). 

Présentons  d'abord  un  tableau  des  formules  dont  nous 
aurons  à  faire  usage.  On  a 

(")  

[1]  r»  =  a-»  +  y»  +  x*,  y/iX^  +  dd" 

[2]  .y'  -  a^y  =  DC.  f*^^  '^"«  '^  =         OC  ' 

[*]  yz'  —  y>  =  ar,  ^ 

[13]K»  =  a*(l-e*), 
*■    ^       '        '  r     o  [14]  at  =  K  C0S(p, 

[6J^=Va(l-e»),    •         [151.0C'=:K8in^co8  6, 
[7]  r  =  a  (1  —  c  co8«),  [16]  3^"  =  K  sin  cp  sin  e, 

[S]  t-\-l  =  a'{u—  e  sin  «),     [-47]  gin»  =  _£_  w 

P]    '■  =  1  +  e  cÔ8(t?  -  .0,)'       [18]rco8»=a;co8e-|-y  8in6W, 

L     J        '  «'  er  ,  V  îK»  +  ai.'* 

(1)  En  posant 

"  ^  >*  +  «•*<'«')  =  »■»+ a'' +»■*.     «  =  -5.    /•  =  !, 

on  rend  ORlIa  équalioo  identique  avec  celle  (9)  de  la  page  &8. 

(2)  Cette  farmu!e  se  déduit  de  celle  [9],  en  ayant  égard  a  l'équation  [13]. 

(3)  En  projetant  le  rayon  vecteur  r  sur  l'axe  des  i,  on  a  s  =  r  sin  «  tin  p  ; 
d'où  résulte  la  formate  [17  J. 

(4)  La  formule  [18]  s*oblient  en  projetant  d'abord  r  et  ensuite  x  et  y  sur 
la  ligne  des  noeuds.  On  lui  donne  ta  seconde  forme  indiquée,  «n  ayant 
égard  à  la  relation  [11], 
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II  résolte  de  ces  formules  qae 

(III) 

a  ==  fond.  [x\y\z\r)...  équ.  [5], 

6  =  fond.  (at',syc'0 équ.  [12], 

K=  fond.  (DC,^',î)C")..  équ.  [ISJ, 

^  =fond.  (DC,K) équ.  [14], 

/  -  f  =  fonc.  (a,K,r).  équ.  [8]  et  [7], 
to)^  —  V  =:fond.  (fl,K,r).  équ.  [10], 
r  =  fond.  (a?,y,z).....  équ.  [1], 
X  =  fond.  [œ,y,x\y').  équ.  [2], 
OC'  =  fond.  (^,y,yy')  équ.  [3], 
9^'+  fond.  (Zjajj-a-V).  équ.  [4], 
t?=  fond.  (»C',X^K,r,3')équ.  [19]. 

On  a  ensuite 

{,\     \dl  _dt      d^_       ^. 
^^^     [d^^di^'      dt   -^       dt' 

dv  ocz  dv z  cosy       . 

dœ  r*  sin  <p  cos  v   df^  r  sin*  <p  cos©' 

^  ^    ]dy  r^  sin <j 

dv      l     dz  dr\  1 

dz'^r^  sin  (p  cos  v  '  rf^       \     dt  dtjr^  sin  y  cos v  ' 


(a)  Ces  rormules  s'obtienaoDl  en  difTérentiant  saccessivement  par  rapport 
àaî,y'  el  s'  Téqu.  \Ti\  du  groupo  (II). 

(6)  Ces  furmules  résultent  de  la  5*  des  équations  (III). 

(r)  On  obtient  ces  valeurs  en.dlffôrenlianl  l'équallon  [17J  du  groupe  (II), 
et  ayant  égard  à  la  relation  [1]. 
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\  dx       dr  dx       r  dr'  dy       r  dr^  dz       r  dr^ 
3?0  DC^cos^O     c?e  cos^e. 


If)       i^~ 1_    rf£^    cogy    ^ 1 

^-^     I  rfDC  ""      K  sin  cp    c/K       K  sin  <p       K  tang  ^  ' 

(^)    j^,  =  r8in<p  cost?; 


W       j^.  =  ^C08<pC08t>; 


(0 


d^  ___  ^  cos  ^  . 
rf^'""  K  8in>  cp' 


(d)  Cas  formules  sont  données  par  la  5*  équ.  dn  groupe  (III),  en  y  consi- 
dérant a  et  E  comme  des  constantes  et  ayant  égard  à  la  relation  [Ij. 

(«)  On  dédutt  ces  formules  de  lequatloD [12J  du  groupe  (II). 

(/)  Ces  valeurs  sont  fournies  par  Téquatlon  [14]  du  groupe  (II). 

(p)  En  dlfTérentianl  la  valeur  de  K  par  rapport  à  s' et  observant  que  cette 
variable  n*enlre  pas  dans  DC,  on  trouve,  en  effet, 

— -;  =  — a5---+l/---  =  sln9(iB  cos0  -f  y  sln9)  =  r  sln  f  cos  v, 

{h)  L'équation  [11]  donne,  en  la  dilTérentiant  par  rapport  à  s', 

ou 

Mais,  d*après  les  équations  [14],  [15],  [16],  on  a 

(y^w  _  x^')  =:  K  sln  r  (x  cos  0  +  y  sln9)  =  Kr  sla  f  cos  « 
DCrrKcosç»,     V'(5c«T"5cS=Kiinf; 
on  a  donc 

dp       r 

(t)  De  U  valear  [12 1  on  ilédali,  en  la  différentiaDl  p«r  r>|>port  à  s*, 

liais 

9C'«  +  OC'v  =  -  2>C»,       DC  =  Kcosy,       OC' =  —  Ksluf  cosO; 
oa  a  doac 

<fs"~  KslnSf 
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,  .,    (      dK  ,      dR  ,       rfK 

Valeurs  de  quelques  combinaisons  fondamentales. 

Nous  allons  rapporter  ici  les  valeurs  des  principales  com- 
binaisons dont  nous  aurons  à  faire  usage  dans  le  calcul  des 
coefficients  (I).  On  a 

[a]  {     (DC,»^)  ==  ^\  {tK.,î)C)  =  —  DC',  (DC',DCT  =^.  ' 

[b]  \    (a,DC.)  =  0    (a,D(")  ==  o,    (a,9C'Q  =  o. 
(DC',DC)  =  •  (?m:,DC')  =  —  ÏK!\ 

[c]  \     (»C'\DC)  =  —  {p^,m!')  z=  DC'. 
{fK\tK')  =  —  (X',9C'0  z=  —  DC' 

(m:,K)  =  (DC,DC')  ^  +  (9<:,DC'')  f^  =  0. 

[rf]  j     (^K',K)  =  (OC',DC)  I  +  (OC',9C'0  Y^  =  o. 
(DC^K)  =  (»C^DC)  I  +  (DC^DC)  -.'  =  0. 

[e]    I     (Ô,DC)  =  (9C',DC)^  +  (c^^.^)  ^  =  -  1. 


(j)  On  démontre  aisément  celle  proposllion  à  Taide  des  équations  [2]  [3] 
[4]  du  groupe  (II)  et  pour  loule  autre  fonction  x  àes  arbitraires  DC',  2K',  DC. 

[jJCes  relations  s'obtiennent  en  formant  à  l'aide  des  équations [2],  [3],  [4] 
les  dérivées  partielles  de  OC,cX'etDC'  par  rapport  aux  variables  a?,y,s  a;',y',s' 
et  substituant  les  résultats  dans  l'équation  (v)  du  g  III,  Chapitre  I. 

[6]  Il  faut,  pour  obtenir  ces  valeurs,  joindre  aux  dérivées  ci-dessus  celles 
relatives  à  Tarbitraire  a,  et  que  fournil  Téquallon  [5]. 

[c]  Ces  équations  résultent  de  ce  que  Ton  a  généralement  (6,a)  =  — (a,6}. 

[d]  On  obtient  ces  relations  en  appliquant  la  formule  (C),Gbap.I,  et  ayant 
égard  à  la  valeur  de  K. 

[<;]  La  substitution  des  valeurs  (e)  et  [c]  donne 

(0,tK)  =  — 1 — zy^^^ Icos^O  =  —  1. 
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b)  I    «l,r)  =  ^(».-+îw'  +  *0  =  2a>^- 


Valeurs  générales  des  combinaisons  de  l  et  de  ta^  avec  une 
constante  quelconque  /i^. 

D'après  la  cinquième  équation  du  groupe  (III),  on  doit  avoir 

Z  =  —  /  +  fonct.  (a,  K,  r). 

Si  donc  on  applique  à  cette  équation  la  formule  (C)  et 
qu'on  remarque  que  l  est  indépendant  des  variables  x\  y\  £, 
on  aura,  par  rapport  à  une  constante  quelconque  x, 

^  '  *'  dxdx^dy  dy'  ^  dz  dx) 

+  [(..x)|  +  (K,x)i]. 

[n  On  a 

^^••^^  -"V^  dx'  ^  dy  dy'  ^  d9  dz'/"  ri*  (feC  +  ^  dy'  +  '  di'J 

valeur  qui  doit  être  nulle  eu  verlu  de  l'équation   [j],  puisque  f  est  une 
foDClion  dea  arbitraires  ^,  fK.'^  OC*. 
[g]  SU  dans  Téquation 


,     .       1/    da    ,       lia    ,      da\ 


oo  met  pour  -^)  —79  tt  leurs  valeurs  [a],  on  obtient  le  résultat  cité^ 
\h]  Od  panrieol  à  ce  résultat  par  la  fubetltullon  des  valeurs  \f]  et  [g]* 

ASTRONOMIK  THÉORIQUK'  9 
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oa,  en  vertu  des  équations  (cf), 

+  [(«.X)£+(K,Z)^} 

On  a  S*  équation  (III) 

<D,  =  »  —  fonct.  (a,  K,  r). 
On  a  donc,  par  rapport  à  une  constante  quelconque  x» 

/dv  dy    ,    dv  dj_   ,    cfo  di\ 

"Xdxdx''^  dy  dy'  '^  dz  dz'J 

+  [(Mt  +  (K,.)^]. 

ou,  d'après  les  équations  (e),  et  en  considérant  v  comme  une 
fonction  de  cp,  (équ.  [17]), 


r  sin  9  cos  v  dz' 


'(  "*"r«  sin  9  cos  î?  \    c^ "*"  ^  rfy'  '   '^  c?r/ 

Détermination  des  quinze  coefficients  (I) 
I.  —  Valeur  de  (a,K).  —  On  a  3«  équation  ^III) 
K  =  fonct.  (DC,D(1',DC''), 


EL 
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d'où,  en  appliquant  la  formule  (C), 

Mais,  d'après  les  équations  [6], 

(a,DC)  =  o,        (ûX)  =  o,        (a,9C^)  =  o; 

OD  a  donc 

(a,K)  =  0. 

II.  —  Valeur  de  (a,^).—  cp  étant  une  fonction  de  S>C,DC',DC% 
on  a  semblablement 

d'où 

(a,^)  =  0. 

III.  —  Valeur  de  (a,Ô).  —  On  a 
e  =  fonct  {tKf.OTj, 

et,  par  conséquent, 

K9)=(«.at')^.+  («.3C")£,. 

Ainsi 

(«,ô)  =  o. 

IV.  —  Valeur  de  (<pK).  —  On  a 

(9.K)  =  (DC.K)  ^  +  (DC',K)  ^,  +  (X',K)  ^., 

c'est-à*clire,  en  vertu  des  équations  [d], 
\  {t.K)  =  0. 
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V.  —  \aleur  de  (0,K).  —  On  a 


(e,DC)  =  (DC,K)^  +  (DC^K)^, 


>  et  par  conséquent 

l  (8,K)  =  o. 

"i-  VI.  —  Valeur  de  (0,<p).  —  On  a 

l:  ^  =  fbnct.  (DC,K), 


en  sorte  que 


(M  =  Mâ+«».K)^- 


On  a  d'ailleurs,  équ.  [e]  et  (/•), 

et  de  plus 

(0,K)  =  o. 
On  a  donc 

VIL  —  Valeur  de  (^,<p).  —  On  a 

/  =  —  ^  +  fonct  (a,K,r). 

Or,  si  dans  la  formule  (a)  on  fait  j^  =i:  ^,  il  est  clair  que  Ja 
somme  entre  crochets  sera  nulle,  puisque,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, (a,  qp)  =  o  et  (K,  qp)  =  o;  il  en  sera  de  même  de  la 
somme  entre  parenthèses  équ.  {j),  car  (p  ne  dépend   que  des 
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constantes  dC,  d(.\  tKf\  On  aura  donc 

(^,t)  =  0. 

VIII. — Valeur  de  {1,9). —  Soit  fait  dans  la  même  formale(a), 
y^  =  e.  Cette  arbitraire  n'étant  fonction  que  de  OC'  et  OC,  la 
partie  entre  parenthèses  sera  nulle  par  la  même  raison  que 
tout  à  Fheure  ;  il  en  sera  de  même  de  la  partie  entre  crochets» 
car,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

(a,y)  =  o,      (K,»)  =  0. 
Ainsi 

IX.  —  Valeur  de  (/,K).  —  Soit  x  =  K.  On  a 

(«,K)  =  o,(K,K)  =  o; 

la  somme  entre  parenthèses  est  nulle  d'après  Téquation  (i)« 
Donc 

(/,K)  =  o. 

X.  — Valeur  de  (/,a).  —  En  faisant  x  =  a  dans  la  formule 
(a)y  et  ayant  égard  aux  relations  {a),  oit  trouve 

c'est-à-dire,  d'après  la  première  des  équations  (i), 

(/,a)  =  -2aV  J 

XI.  —  Valeur  de  {iû^,a)  —  On  a 

wi  =  t>  —  fonct.  (a,K,r).  "     'J 
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Or,  en  coneidérant  la  formule  (p)  et  faisant  x  =  o»  on  ^oîl  : 
!•  que  la  partie  entre  parenthèses  de  cette  expression  se  ré- 
duit [en  faisant  usage  de  formules  (a)],  à 

2*  que  celle  comprise  entre  les  accolades  devient,  eu  égard 
aux  équations  (G), 

2a?         /  ?^_  ^\  __  _Q  2  £^- 
H  sin  (p  cos  V  \  dt         dû)  ctt  ' 

3®  enfin  que  la  somme  entre  crochets  est  nulle,  puisque 

{a,a)  =  o,     (K,a)  =  o,    (<p,a)  =  o. 


On  a  donc 


("■•«)=-^'fë+f> 


c'est-à-dire,  d'après  la  seconde  des  formules  (ô), 

((o^,a)  =  o. 

XII.  —  Valeur  de  (co^^K).  —  Soit  y  =  K.  En  considérant  K 
comme  une  fonction  de  OC,  OC',  OC",  et  ayant  égard  aux  va- 
leurs suivantes  : 

(a,K)  =  o,       (K,K)  =  o,       (cpK)  =  o, 
on  trouve,  après  avoir  remplacé -7-7  par  sa  valeur  (t'), 
K,K)  =  -1. 
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XIII.  —  Valeur  de  (û)^,cp).  —  Soit  fait  dans  lamètr.e  formale 
X  =f'  Cette  arbitraire  étant  une  fonction  de  DC,  tK.\  DC^,  les 
sommes  entre  parenthèses  seront  nulles  en  vertu  de  T équa- 
tion {/)  ;  et  comme,  d'ailleurs, 

(a,(p)  =  o,    (K,^)  =  o,    ((p,a)  =  o, 

la  valeur  de  (0)4,^)  se  réduira  à  la  suivante  : 

^  '  ^'  r  sm  <p  cos  v  dz 

Mais  l'on  a  équ.  [h) 

do       r 

-;^  =  —  cos  9  cos  »  ; 

on  a  donc 

/        \  cos  9 

^  *^^'  Ksm  9 

XIV.  —  Valeur  de  (<i)|,e).  —  En  faisant  x  =  ^  dans  la  for- 
mule (p)  et  observant  que  6  est  une  fonction  de  tK'  et  de  ûC\ 
cette  formule  devient,  par  les  mêmes  raisons  que  ci-dessus, 

(0)4,0)  = : 3->4-  ?.0)  3- 

^  ^    '  rsm  9  cos  î?  rfz    '   ^^   '  ^9 

car,  dans  la  somme  entre  crochets,  (a fi)  =  o  et  (K,0)  =  o. 
Or,  d'après  ce  qui  précède 

ae    ^^0«T,    /^ô^  = i_',    £fo^_       zcosy' 

^^  K  sin  *9     ^^'  '  Ksin  9     0^9  r  sin  ^9  cos  r 

On  A  donc 

,      ^»  z  cos  9         ,         ^  cos  9 

(0)4,0)=— ri .    a     ^ hï? .    a     ^ ' 

^  ^    '  Krsm'cpcosî?  *  Kr8m^9COst? 
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c'est-à-clire 

(to)^,ô)  =  0. 

XV.  —  Valeur  de  (ii)|,/).  —  On  a 

l=z  fond.  (^,  r,  a,  K), 
et  par  conséquent 

On  a  d'ailleurs 

(cO|a)  =  o ,         (w^K)  =  —  i, 

en  sorte  que,  remplaçant  (a)^r)par  sa  valeur  [h]  et  ayant  égard 
à  la  première  des  équations  (d),  il  vient 

substituant  dans  cette  expression  pour  -^  et  —  leurs  valeurs 

tirées  des  équations  [8]  et  [10],  en  y  regardant  e  comme  une 
fonction  des  arbitraires  a  et  K,  on  trouve,  après  quelques 
réductions  faciles, 

{iùi  Q  =  o. 
G  est  le  dernier  des  coefficients  qu'il  nous  restait  à  obtenir. 


Digitized  by 


Google 


INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  TROUBLÉ     137 

II.   —  Variations  différentielles  des  six  constantes  arbi- 
traires    QUI     entrent    dans    les  FORMULES    DU    MOUVEMENT 

elliptique. 

A  l'aide  des  quinze  coefficients  I,  II...  XV  que  nous  venons 
de  calculer,  il  est  maintenant  bien  facile  de  déterminer  les 
variations  produites  par  Faction  des  forces  perturbatrices  sur 
les  six  constantes  arbitraires 

a,  /,  K,  <û|,  6,  cp. 

Reprenons,  à  cet  effet,  la  formule  générale  (A)  qui  donne 
l'expression  de  la  variation  d*un  élément  quelconques,  savoir  : 

da       /    ,N  û?R  ,  /      N  c?R   I  I    /      V  û?R 

H  =  (^'*^  Ih  +  ^^'")  rfc  +  ••••  +  (^^^^  W 

et  remplaçons-y  successivement  a  et  6  par  les  constantes 
a^L.*.  <p.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  résultats  auxquels  on  par- 
viendra  de  cette  manière  seront  les  suivants  : 

Combinaison  de  a  et  / 

(a)  da  =  la?  ^  A,  dl  =  ^  2a^  ^  dt; 

car,  à  l'exception  de  {a,()  pour  la  première  combinaison,  et  de 
{l^a)  pour  la  seconde,  tous  les  autres  coefficients  sont  nuls. 

Combinaison  de  K  et  (0| , 

(à)       dH  =  -7—  d6,      d(û^  =  —  -1^  dû  —  y    .  '     -r-  dt; 
^  '  aw^  '  aK  K  sin  cp  dt^ 
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car,  à  Texcepiion  de  (Kfco^)  pour  la  première  combinaison  et 
de  [o}^,K)  et  ((o^f^p)  pour  la  seconde,  tous  les  autres  coefficients 
ont  des  valeurs  nulles. 

Combinaison  de  6  et  ^ 

^  '  K  sm  (p  rfçp         /      K  sm  op  rfw^  K  sm  (p  rfe 

car,  à  Texception  de  (0,(p)  pour  la  première  combinaison,  et  de 
((p,6)  et  (op,  (0|)  pour  la  seconde,  tous  les  autres  coefficients  sont 
nuls. 
Il  nous  reste  à  remplacer  /,  K  et  «o^ ,  par  les  constantes 

e,    6,  O), 

qui  sont  celles  communément  employées  dans  les  théories 
astronomiques.  Or,  si  Ton  remarque  que  ^  et  K  sont  liés  à  e,  e 
et  o>  par  les  relations  suivantes. 


ni  =z  c  =  t  —■  (ùy    K  =  ^[M  (i — e*),    a^n^  =  fx, 
on  aura  d'abord 

ou,  en  remplaçant  dn par  sa  valeur  —  -  -  rfa, 

(rf)  rfe  =  rf<i>  +  nc?^  —  -  ^^^^  da. 

On  aura  ensuite 


2  Va  v/(i  —  «*) 
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c'est-à-dire,  en  mettant  a^n^  à  la  place  de  y.  et  résolvant  par 
rapport  à  de , 


^  '  e  *     2ae 


Quanta  Tarbitraire  co,,  nous  avons  dit  que  c'est  Tangle 
formé  par  la  ligne  des  nœuds  avec  le  grand  axe  de  Torbite. 
Or,  comme  <û  représente  l'angle  que  forme  le  même  axe  avec 
une  droite  fixe  située  dans  le  plan  de  cette  orbite,  il  est  évi- 
dent que  Ton  aurait  d(ù  =  d(ù^y  si  la  ligne  des  nœuds  n'avait 
aucun  mouvement  pendant  rinstant  dt.  Mais,  cette  ligne  chan- 
geant de  position  à  chaque  instant,  il  est  clair  que  d(ù  sera 
égal  à  d(3)^  augmenté  du  mouvement  du  nœud  projeté  sur  le 
plan  de  l'orbite,  lequel,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 
est  exprimé  par  cos  (p  dB.  On  aura  donc 

{/)  dm  =z  d(ù^  -|-  cos  (p  dô. 

Nous  allons  maintenant,  pour  achever  la  transformation  des 
valeurs  de  (a),  (ô),  (c),  comparer  les  dérivées  de  R  considéré 
comme  une  fonction  des  arbitraires  provisoires, 

a,  l,  K,  Xf  Ô,  (p, 

aux  dérivées  de  la  même  fonction  regardée  comme  dépen- 
dante des  éléments  elliptiques 

a,  e,  e,  w,  Ô,  (p. 

I^ous   aurons  évidemment,  en  difPérentiant  dans  ces  deux 
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hypothèses  (a), 

dt  ~^dadt   •"  dl  dt'^ d^  dt 


•"  rfo)^  dt  '^  d^  dt"^  d^  di 
■"  \da\dt  '^ de  dt  "*  dt  dl 
"•"rfo)  dt  '^\d^\dt'^d^dt' 


expression  dont  le  second  membre  devienl,  en  y  substituant 

de 
^""""'dt 


pour^,  —,  —leurs  valeurs  données  par  les  relations  (<f). 


d^\da 
da)  dt 


__  dR  ansji  —  g*  rfK      e^R  1  —  c*  rfa 

de  e  dt^  de     "iae     dl 

,   dKdiù.   ,  rfH  d^  ,        dïidl 

rfR3  e  —  (orfg 
""  rfe  2      a      dt 

,  c?Rrf(o,   ,  dK  rfO 


"'"jrfôic^^+'rfç  dt' 


(a)  Nous  représentons  ici  par  un  signe  particuUi))-  \i^  dérivées  parllellett 
deR  prises  par  rapport  aux  éléments  a  et  9  du  at^cund  ayatème,  pour  les  dia- 
tinguer  de  celles  qui  se  rapportent  aux  élémeniâ  du  premier  syatéme. 
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Identifiant  ce  second  membre  au  premier,  on  obtient 

i  —  e*dR      3e  —  wûfR 


dR_idR) 
da      \da  \ 


^ae    de      2 


dt' 


dR  dR 

dï  =  ''^^ 


dR 
dK 


an\li  —  e*  dR 


de' 


û[R  _c[R  ,  ^ 
diù^       dt    *^  diù 

dR 
dt 

dR_dR 
dt^      d^ 


KdR]  ,    (dR  ,   dR\ 


Maintenant,  si  dans  les  équations  (a),  (5),  (c),  on  substitue 

dR  dR  dK     ^      .  ,  .  ,  , 

pour   -T-»  -Tf^  -fTP^  etc.,  leurs  valeurs  ci-dessus,  puis  que,  dans 

les  formules  {d),  (e),  If),  on  mette  pour  da^  dl,  dK,  dia^  et  rf6, 

leurs  valeurs  transformées,  on  trouvera,   en  supprimant  le 

sijçne  {  },  devenu  inutile,  et  observant  que  l'on  a  n*  =  a  -  ' 

et   K  =  Va  (i  —  e^)j 

j    da  =  %i^h^dt. 


,        ansji  —  e^  ,-.         r. -\ 

dt  =  — (1  —  y  1  —  e«j 


de 


dt 


2a*n^dt, 
da 


de=z 


an 


v/ï^ 


(A) 


-[(-vï^)'f+S> 


.         an  Vl  —  c«  dR  , 
rfo)  = ^^- r-  c?^ 


6 
an 


de 


gin  (p  Vi  —  «*  ^? 
an 


^di. 


sin  (p  Vï"—^  ^^ 


^*. 
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Telles  sont  les  formules  qui  expriment  les  variations  diffé- 
rentielles des  six  arbitraires  que  Ton  a  coutume  de  considérer 
dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique.  On  leur  donne  la 

forme  indiquée  par  Laplace  dans  le  supplément  au  troisième 

1         i 

volume  de  la  Mécanique  céleste,  en  remplaçant —  et -3-  par 

les  expressions  équivalentes  — et  — jet  prenant  [*  pour  uni- 

[X  [A 

té  de  masse,  comme  le  supposent  toutes  ces  formules.  Il  faut 
remarquer,  en  outre,  que  Laplace  prend  —  R  au  lieu  de  R,  ce 
qui  change  le  signe  des  équations  ci-dessus. 

On  peut  vérifier  que  la  substitution  des  valeurs  (A)  rend 
bien  identiquement  nulle  la  différentielle  complète  de  R 

rfR  ,     t    dR  ,    1    rfR  -     ,    rfR  ,      .   c?R  ,^   ,   (iR   . 
3-  aa  +  -3-  // e  +  3-  rte  4-  -j-  rfù)  +  3T-  aô  +  -3-  ûto  j 
da         *    dt         ^    de         '    rf<o         '    rfô         *    rfçp  ^^ 

comme  nous  Tavons  reconnu  au  §  VI  du  Chapitre  I. 

Remarque.  —  Avant  de  terminer  ce  paragraphe,  nous  fe- 
rons une  remarque  essentielle  sur  la  manière  dVxprimer  l'ano- 
malie moyenne  dans  le  mouvement  troublé. 

Dans  Texpression  de  —?  entre  la  dérivée  de  R  par  rapport 

À  a.  Or,  lorsqu*on  a  à  faire  cette  différentiatiun,  on  peut 
(R  étant  fonction  de  nt-^  t  eln  ne  dépendant  que  de  a  seul) 
se  dispenser  d'avoir  égard  à  la  variation  du  mouvement 
moyen  n,  qui  est  facteur  du  temps  dans  l'expression  de  la 
longitude  moyenne. 

Supposons,  en  effet,  que  n  vienne  à  varier,  et  voyons  ce  qui 

doit  en  résulter  dans  la  valeur  de  -j-' 

al 

Il  est  évident  que  la  dérivée 

djnt^t) 
dt 
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dn. 

se  composera  :  i"  d'un  terme  t  -j-  contenant  t  en  facteur,  et 
2^  de  la  variation 

—  2a>n  -3-  —  =  —  ^a^n  --r  ^  rr 
dn  da  as     da 

que  subit  la  dérivée  -^j  dans  la  valeur  d^  ;37'  ^  raison  de  la 
variation  de  n  ;  de  telle  sorte  que  la  variation  complète  de 
Tangle  n/  -}"  «  ou  de  la  longitude  moyenne  sera  exprimée  par 

dn       a  ,    dR  ^dn 

dt  dt     da  g 


Mais 


da      ç,  5    rfR. 

5F  =  2^'^Âî 


sobstitaant  et  réduisant,  on  aura  donc  ce  résultat 
^dn        dn 

qui  exprime  que  la  variation  de  Tangle  nt  -|-  e,  lorsque  n 
vient  à  varier,  est  une  quantité  toujours  nulle. 
De  là  résulte  évidemment  que,  dans  la  dérivée 


rf(n/-t-s)  ,      dn  ,    dt 


on  peut  omettre  le  terme  '  ;57'  et  écrire  simplement 

di  ^^  dt 

pourvu  que,  dans  la  dérivée  partielle  de  R  par  rapport  à  a, 
on  ne  tienne  aucun  compte  de  la  variation  du  coefficient  n. 
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On  voit  donc  que,  n^  -|-  e  se  rapportant  toujours  au  mouve- 
ment elliptique,  on  devra,  dans  le  cas  du  mouvement  troublé  » 

prendre  j  ndt  -}-  e  pour  Tanomalie  moyenne,  et,  par  consé- 
quent, subsiituer  /  ncU  knt,  ce  qui  aura  l'avantage  d'empêcher 

que  le  temps  t  ne  sorte  bon»  des  signes  périodiques  sin  et 
cosin,  et,  par  conséquent,  qu*il  ne  s'introduise,  dans  le  calcul, 
des  inégalités  croissant  sans  limites  avec  t^  c'est-à-dire  sécu^ 
îaires. 
Soit 


• 


P 


=  fndl, 


d'où  dp  =  ndt, 

-X 
En  substituant  pour  n  sa  valeur  a  ^  et  différentiant,  on  en 

conclura 

dh  =  dndt  =  ^--  dadt  =  —  -^ -r-  rff*; 


par  suite,  on  aura,  pour  la  variation  finie  du  moyen  mouve- 
ment dans  Torbite  troublée, 


ou 


en  vertu  de  la  relation  n^a^  =  1. 
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III. —Transformation  des  expressions  de  dt,  de,  d^  et  d<f  dans 

LE  CAS  ou  l'excentricité  DES  ORBITES  ET  LEUR  INCLINAISON  SUR 
UN  PLAN  FIXE  SONT   TRÈS  PETITES. 


r 
V 


On  peut  varier  de  différentes  manières  la  forme  des  équa- 
tions (A),  suivant  le  choijc  des  arbitraires  que  Ton  adopte.  Nous 
nous  contenterons  d'indiquer  ici  les  transformations  que  Ton 
est  convenu  de  faire  subir  aux  expressions  de  dt,  de,  d^^ 
et  d^y  pour  délivrer  leurs  dénominateurs  des  termes  e  et  sin  <f 
qui  les  affectent,  termes  ({ui,  relativement  aux  planètes,  sont 
toujours  de  très  petites  quantités. 

Pour  faire  disparaître  des  valeurs  de  dt  et  de  le  très  petit 
diviseur  e^  nous  poserons 


a  =  e  sm  0)  y 


=  e  cos  a>, 


d*où 


dcLzzz  e  cos  (i>  c^  -{-  sin  «d  dé, 
de  =:  —  e  siïiiù  dfù  -^  cos(a  de; 


Téquation  identique 


dR  .    ,   dR  ,         rfR  .     ,   rfR  .^ 


de 


dfo 


d^ 


d6 


donnera  alors,  en  y  substituant  pour  dd  et  de  leurs  valeurs 
ci-dessus,  et  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de 
de  et  de  do)» 

dR        .       dR  ,  dR 

—  =  8m<o^  +  COSa)^, 

dR_     dR     ^  dR 

duy  d6  doL 


jtB'tAOVOUlE  THÉORIQUE. 


10 
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Portant  ces  valeurs  de  -r-  et  de  -r-  dans  celles  de  dia  et  de  cfe, 
ae  atù 

et   les  valeurs  résultantes  dans  les  expressions  de  d%  et  de 

£^6,  on  trouvera,  en  négligeant  les  termes  d'ordres  supérieurs. 


dcL  =  an-yrdtf 

(«) 

rfe  =  —  an  77-  w. 

[dOL 


Pour  faire  disparaître  des  valeurs  de  d<f  et  de  d^  le  très 
petit  diviseur  sin  op,  nous  poserons  semblablement 

p  =  sin  (p  sin  6,     g  =  sin  (p  cos  6, 
d'où 

dp  =  sin  op  cosO  d^  -|-  cos  ^  sin  0  (ftp, 

c?g  =  —  sin  <p  sin6  rf6  +  cos  çp  cos6  rftp. 

Nous  aurons  d'ailleurs,  en  considérant  R  comme  une  fonc- 
tion de  0  et  f ,  et  ensuite  comme  une  fonction  de  p  et  ç, 

^  ^A   I    ûffl  ,        dR  ^     ,   rfH  . 
-d^^^^d^  =  -^^dp  +  -dg, 

expression  qui  donnera,  en  y  mettant  pour  dp  et  dq  leurs 
valeurs  ci-dessus, 

dK      dR  .    ^  ,    dR 

~  =  -T-  cos  ©  sm  6  4-  -r-  cos  ©  cos  6, 
o?(p       (ip        ^  '    c?^        ^ 

dR__     dR_     dR 
dB  "^^  dp       ^Iq' 

Substituant  ces  valeurs  dai^9  celles  de  dB  et  de(/f,et  les  équa- 
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lions  résultantes  dans  dp  et  dq,  on  trouvera,  après  quelques 
réductions  faciles, 


w 


a         onc^dK 

an  cos  <p  dK 
"^  sIaIT^  dp 


dq 


dt 


Lorsqu'on  suppose  (p  =  o,  auquel  cas  la  position  de  la  pla- 
nète se  trouve  rapportée  au  plan  de  son  orbite  primitive,  ces 
équations  se  réduisent  aux  suivantes: 


(c) 


,  an      dK  ,^ 


dq  =  — 


an      dR   . 


Ce  sont  ces  dernières  équations  que  nous   emploierons  de 
préférence  à  celles  qui  donnent  directement  df^  et  tfô. 
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Application  de  la  méthode  de  Jacobi  à.  la  détermina- 
tion des  variations  des  éléments  elliptiques. 


I.  —  Variations  différentielles  des  constantes  arbitraires 

sous    LA    FORME    CANONIQUE. 

On  passe  des  équations  différentielles  (R),  Chap.  III,  livre  I, 
qui  définissent  sous  forme  canonique  le  mouvement  non 
troublé  ou  elliptique,  aux  équations  du  mouvement  troublé, 
en  ajoutant  à  la  fonction  des  forces  donnée  U  une  seconde 
fonction  ^  dite  fonction  perturbatrice,  ce  qui  revient  évidem- 
ment à  remplacer,  dans  les  équations  dont  nous  parlons, 
H  par  H  —  ^.  Les  six  arbitraires  canoniques 

G,  H,  C,  g^  A,  c 

qui,  dans  le  mouvement  elliptique,  étaient  regardées  comme 
des  constantes,  deviendront  ici  variables,  et,  d'après  un  théo- 
rème bien  connu  de  Jacobi  (à),  les  variations  de  ces  six 
quantités  seront  fournies  par  le  système  des  six  équations 
différentielles 


(^) 


dG      dA 
dt-  dg' 

dg  dA 
dt  "       rfG* 

tfH      dA 
dt~  dh' 

dh  dA 
dt  —      rfH' 

rfC       dA 
dt~  de  ' 

de  dA 
dt  ~.      d& 

(a)  C.-G.-J.  Jacobi,  Vorlesungen  uber  Dynamiké 
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système  qui  est  de  même  forme  que  celui  (E),  c^est-à-dire 
canoniqtie. 

Ces  formules  donnent  immédiatement  les  variations 
de  chaque  élément  canonique  en  fonction  des  dérivées 
de  Si  par  rapport  à  ces  mêmes  éléments.  Mais,  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires,  ce  sont  les  variations 
des  éléments  elliptiques  a,    e,  e,   o>,   6,  (p  en    fonction    de 

^'  "^  '"  T7~  ^"'^^  importe  de  connaître.  C'est  donc  à  un 

changement  d'arbitraires  que  nous  allons  avoir  recours. 

Avant  de  Teffectuer,  nous  ferons  une  remarque  essentielle 
pour  rintégration  des  équations  (3). 

Les  valeurs  de  r  et  de  v,  exprimées  en  fonction  de  t,  sont 
composées  d'une  partie  constante  et  d'une  suite  de  termes 
périodiques  renfermant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de 
l'anomalie  moyenne,  que  Ton  peut  représenter  par  n  (^  +  ^)- 
Après  la  substitution  des  valeurs  de  Xy  y,  z  dans  Si,  cette 
fonction  dépendra  donc  des  quantités  r  et  v,  et  sera,  par  con- 
séquent, une  fonction  périodique  de  n  (<  -|-  c).  Or,  comme  le 
coefficient  n  qui  multiplie  t  ne  dépend  que  de  C,  il  est  clair 
que  quand,  dans  la  dernière  des  équations  (3),  on  viendra  à 
prendre  la  dérivée  de  c^  par  rapport  à  C,  le  temps  t  sortira 
hors  des  signes  trigonométriques,  c'est-à-dire  deviendra  fac- 
teur dans  les  coefficients  du  sinus  et  du  cosinus,  ce  qui  cons- 
titue, comme  on  sait,  un  grave  inconvénient  au  point  de  vue 
des  approximations.  On  peut  l'éviter  en  substituant  à  l'arbi- 
traire c  la  variable  l  qui  est  liée  à  c  par  la  relation 

(I)  l  =  n[l-\^c); 

mais  alors  les  équations  qui  en  résultent  n'ont  plus  la  forme 
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canonique,  et  une  nouvelle  transformation  est  nécessaire  pour 
les   y    ramener.  C'est  ce  calcul   que  nous  allons   effectuer 
avant  de  passer  à  l'intégration   des  équations  (3). 
On  a,  d'après  l'équation  (1), 

dl  /.    ,    dc\    ,    ,^   ,     .dndC 


et  comme 

rf.fi. 
de 

dA                    dC          dA 

""dl'           dt  =  "  dr 

rfC       dA          dA 

dt-de—"^  dr 

il  en  résulte 

di 

On  a  d'ailleurs,  en  désignant  par  (^)  la  dérivée  partielle 
de  ^  prise  par  rapport  à  G,  mais  sans  faire  varier  C  dans  /, 

dA  __  /dA\  j^  dA  .  .dn 

dG'^Kdc)'^  dl  ^*  +  ^^dC' 

,,  ^  de  dA 

d  où,  en  remarquant  que  ^  ==  —  "^tt  , 

de  /dA\       dA  .     ,     ,  dn 

dt=-\dc)-'di^'+'^-^; 

Substituant  cette  valeur  de—  dans  Texpression  ci-dessus  de  -r  > 
on  obtient 

/ox  dl  /dA\ 
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Ainsi,  aux  deux  dernières  équations  (3)  on  peut  substituer 
les  deux  suivantes  : 

,^,  dC  dA       dl  fdê{\ 

dont  les  dérivées  —  et  -^  sont  maintenant  périodiques,  mais 

qui  ont  perdu  cet  avantage  précieux  de  n'être  plus  exprimées 
sous  forme  canonique.  Pour  les  ramener  à  cette  forme,  nous 
poserons  encore 

(4).      l=^J^y=n[t-\^c)\      p=n^     x  =  ^- 

Nous  aurons  alors 

1'  —  £?£  I   £[i, 
dt^^dt"^  dt 


ou 


^  .    d. 

dl 


=»+i' 


et  la  seconde  des  équations  (3)  se  trouvera  transformée  dans 
la  suivante  : 

/^x  dt  dS\. 

(^)  dt  =  -""Tc' 

qui  est  bien  de  forme  canonique. 

Au  lieu  du  système  d'équations  (3),  on  peut  donc  prendre  le 
suivant  qui  est  de  même  forme  : 


(^) 


rfG      dA 
dt-  dg' 

dg            dA 
dt—        rfG'. 

rfH       dA 
dt~  dh' 

dh            dA 

dt—     da' 

dC          dA 

d^               dA 
dt  ~~"rfG 
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A  ces  équations»  il  faut  enqore  joindre  celles  (4),  savoir 


;  =  n(/  +  c)  =  p  +  x,    5j  =  n. 


IL  —  Transformation  du  système  (i)  dans  le  cas  du 

MOUVEMENT  TROUBLÉ  DE  LA  LUNE. 


Dans  le  cas  du  mouvement  de  la  Lune  troublé  par  la  Terre, 
on  emploie,  pour  ramener  les  équations  (3)  à  la  forme  cano- 
nique, une  transformation  qui  diffère  de  la  précédente.  On 
pose,  L  désignant  une  nouvelle  arbitraire, 


(a)  L  =  V^fi.  = 


V— 2C 
d'où  résulte  par  la  différeptlation 


dL           fjL              i 

c'est-à-dire 

(*) 

dL=^. 
n 

On  a  donc, 

au 

lieu  des  équations  (3), 

(2) 

rfL      dA      (il              dA 
dt~  dt'     dt~"       dh 

La  seconde  de  ces  équations  est  toujours  périodique,  mais 
comme  elle  renferme  un  terme  n  qui  est  indépendant  de  -rpy 
on  ne  peut  plus  dire  quelle  soit  de  forme  canonique.  On  la 
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ramène  aisément  à  cette  forme,  en  posant 


(3) 

A'  =  A  —  C, 

car  on  a  alors 

du:      dA       dC 
dL~dL~  dL' 

ou 

dA'      di{. 

ce  qui  donne  en  substituant  dans  la  valeur  de  -t' 
^^  dt'^        dL 


Maintenant,  si  l'on  remarque  que 

d^  __dA     dA'       dA 
dg  ^  dg'     rfG  ""  rfO' 

à^_dA      dA_dA      dA'       dA 
dh   ■"  dh'     du  ~  dH'      dl  '^  dl' 

on  aura,  pour  les  équations  qui  expriment  les  variations  diffé- 
rentielles des  arbitraires  canoniques, 


'     dG      dA 
dt  —  dg' 

dg  dA 
dt~       dG' 

dH      dA 
dt  "  dh 

dh  dA 
dt  ~       dW 

dL      dA 
dt~  dl' 

dl            dA 

dt  ~        dl' 

(«) 


l'accent  de  A'  ayant  été  supprimé  pour  plus  de  simplicité. 
Quant   à  la  fonction   perturbatrice    introduite  dans   ces 
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équalîonp,  elle  est  évidemment  égale  à 

c'est-à-dire  que  Ton  a 


(•'  ^  =  è 


+  m'\ 


xm'  -|-  y\f  -4-  ^^' 


V'^'  -  ^)*  H-  (y'  -  y)*  +  {z' — zf 


rz  J 


Pour  que  les  équations  {€)  et  (9)  puissent  convenir  au  cas 
du  mouvement  troublé  de  la  Lune,  il  faut  attribuer  aux  arbi- 
traires Çj  h,  Ij  les  significations  suivantes  : 
g  doit  représenter  Tangle  compris  entre  la  ligne  des  nœuds 

sur  un  plan  fixe  et  le  grand  axe  de  Torbite  lunaire  ; 
h  Tangle   compris  entre  la  ligne  des  nœuds  et  une  droite 

fixe,  située  dans  le  plan  fixe  ; 
/  l'anomalie  moyenne  de  la  Lune  à  l'origine  du  temps. 

En  même  temps  m\  œ,  x\  y,  y',  etc.  doivent  représenter  : 
m' la  masse  du  Soleil  ; 
a?,  y,  ^,  les  coordonnées  rectangulaires  du  centre  de  gra- 

.vite  de  la  Lune,  rapportées  au  centre  de  la  Terre  ; 
^  1  y  »  z\   les  coordonnées  du   centre   du  Soleil,  rapportées 

aux  mêmes  axes  et  à  la  même  origine  que  a?,  y,  ^; 
r  et  r'  les  distances  respectives  de  la  Lune  et  du  Soleil  au 

centre  de  la  Terre  ; 
p  la  distance  du  Soleil  à  la  Lune  ; 
(X  la  somme  M  -|-  m  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune. 

Quant  aux  variables  6,  H,  L,  elles  devront  être  regardées 
comme  des  fonctions  des  trois  quantités  a,  e,  t,  qui  repré- 
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sentent  respectivement  le  demi-grand  axe,  rexcentricité  et 
rinclinaison  sur  le  plan  fixe  de  Torbite  lunaire.  On  a,' en  effet, 
d'après  les  équations  (23)  de  la  page  89 , 

L  =  v^,       G  =  LVi  —  c^       H  =  G  cost. 

C'est  à  la  forme  des  équations  {t)  et  à  l'expression  précé- 
dente de  Si  que  s*est  arrêté  Delaunay  dans  sa  Théorie  du 
mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  Nous  dirons  un  peu 
plus  loin  comment  ce  grand  géomètre  est  parvenu  à  surmon- 
ter les  difficultés  analytiques  que  lui  présentait  Tintégration 
du  système  des  équations  (C),  et  nous  exposerons  la  méthode 
qu'il  a  suivie  pour  développer  en  série  convergente  la  fonc- 
tion des  forces  perturbatrices  êi. 


III.  —Changement  d'arbitraires. 


Nous  allons  maintenant»  en  considérant  le  système   des 

équations  (H)  qui   se  rapporte  au  mouvement  troublé  d'une 

planète  m',   effectuer  le  changement  de  variables  dont  nous 

•  avons  parlé  au  paragraphe  I,  changement  qui  consiste,  comme 

nous  l'avons  dit,  dans  la  détermination  des  dérivées 


en  fonction  de 


da       dt       de       dff 
dt'      dt'      dt'"   dt' 


d^       dA       dA       dA 
da        ds,        de        do 
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Or,  si  Ton  différenlie  les  équations  (22)  de  la  page  (89),  qui 
expriment  les  relations  existant  entre  les  arbitraires  usuelles 
et  celles  canoniques,  puis  qu*onait  égard  aux  relations  inver- 
ses (21),  on  obtiendra 

da       2a«  rfC 


(a) 


di 


dt 


de  __  rf;^   ,    rf^    ,    c^^ 
dt        dt'^  dt'^  dt^ 


a(4-OdC       anyfT^dG 


dt  [ke       dt 

diù dh  y^  dg 

li~'  dt"^  di' 

df^  dt' 

cfqp an  008  y 


K 


dt 


dG 


an 


^^        p.  Vl— e^  sincp  ^^       ja  V 1  —  e*  sin  (p  ^^^ 
A  la  simple  inspection  de  ces  formules,  on  reconnaît  que 


da 


da 


da       2û^  da 


rfG  ""  ^  "  rfH  ""  ^'  di\  "    rx'  dg'' 


da 


da 


o,  37  =  o  ,  -r"=  o, 
dh  di         ' 


dt rfe  dt_ dt^ .       rfe j£[l j 


rfG"""" Z^ d^^^'  dC      \xe        dg"    'dh^^ 


fxe 


de 

-r  =  o. 


flfo)  rfot) rfoi d\ù .    <i<o .    diin  ^ 


de         de         dô        de     .  de 


an  cos  y 


Vi 


éj*^  sin  qp 


,    i^  =  - 


an 


dH 


(jL  V  1  —  6*  sin  cp 


d^ d^ c?» rf© 


c^G 


^'^=^'^="'rfX 
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On  a  d'ailleurs 


ctS^  '    dAda  ,   dAdt   .dSV  de  _.dAd(ù  .dSi db    i  ^^  ^9 
dzdG'^  de  rfG ^"  ef<o  ef G "^  rfô  rfG"*"(fç  rfO' 


dG 


dadG 

dAda 
dH  ~  da  dR 

dSi.      dA  da 


dtdR 
dA  de 


dedH 
dA  de 


d'/^       da  dj^  dt  dy   "^  de  d/  ^^ rfo)  c?/    "^  d6  rf;^ 


rfe  dR 
dKdtù   ,  ctiflrfft      c^rfj. 


en  sorte  que 


/  dA  anyj\—é^  dA  . 


rfG" 

dA 
dR 


an  cos  y  dA 


(*) 


a  y^l  —  ^a  gin  jp  rf<p 
rfC         \L   da'^       \i.e        rféJ  ' 
dg        c^cD   '    rfg  ' 
rfA  "~  rf6  "*   rfo)   "*"  rfe  ' 


dt 


Meilant  dans  les  équations  (a),  à  la  place  ^®  '^^  '^••*  ■^'  ^®^^^ 

valeurs  fournies  par  les  équations  (H),  puis  ayant  égard  aux 
relations  (ô),  on  trouve 


da  _  2a^n  dA 
dt  [A     dt 

de  ^  an  >J\  —e^  —  an(i  — g^)  oga        2a^  c^ 


,  an  (i  —  cos  9)  dA 
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de  _      an  y/i—e^  dA   ,    a  (i  — g^)  —  an\Ji  —  e>  dA 
dt  [Le  d<û    *^  (jLô  dt 


d^ an dA 

dt       j^  v^l  —  e^  sin  (p  ^? 


d(ù an  ^i  —  e^  dA   .    an  (1  —  cos  cp)  dA 

dt  ""         [xe  de    *"  ji.  v^l  —  e' 8in<p  «^?' 

rfj  __  gn  rf^       fln  (4  —  cos  9)   FdA   ,    oÇ^"l 

La  valeur  de  ^  est  ^  ♦«^'^  R  =  ^  w»  (-  —  ^'+^^',3"^^^ 

m^')  désignant  la  masse  d'une  des  planètes  perturbatrices  ;  et 
si,  pour  plus  de  simplicité,  on  se  borne  à  considérer  une  seule 
de  ces  planètes,  celle  m',  par  exemple,  on  aura  enfin 

5[£  —  2  «     —  — , 
dt  [K    de. 

dt        ^  ,    m\dK)  ,  ane^r^m'dR  ,  ^^^^^^J^mdR 

cfe an  \/i  —  e*m  dR ane  Vi  —  e^  m'  dK 

dt'^  e  >  rfco       1  -J,  y'i e*  l*  ^* 

1 

/ i  antang  -© 

an  ^1  —  e»  ^^  ^  2^    m'  cm.^ 

e  {ji  cfe  ''"  V^  —  ^*     K"    ^?' 

an m'  rfR 

\/l  —  e^  sin  9  H-  û??  • 

an  tan  - 
fl^n         m'  rfR  _  "^^"^  m[  fdR  •   f^\ 

Vl— e^sin^  p.  c?6       V  1  —  «^     P-  W       «î^'/ 


(A)^ 


dt 

d^ 
dt 


df^  

'  dt  "~ 
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G*est  SOUS  cette  forme  que  les  variations  (JifTérentielles  des 
éléments  elliptiques  ont  été  présentées  au  tomel,  page  254,  des 
Annales  de  t Observatoire  de  Paris. 

En  posant 


e  =  sin  ^^ 


d'où 


on  peut  encore  écrire  ces  expressions  de  la  manière  suivante: 


da 
dt 


2a^n —  -T-» 
(X  as 


dt  -  ,     m'irfRj 


de 
dt 


m     an 


##•     ■*/•     dK      m'  ,  .        i  ,   c?R 

—  ; r  3 an  cos  4*  tang  5  4/  -;-» 


(B) 


\k  tang  <j/  cfe  "*"  [jL 
an        cŒ, 


rfto) m^     an 


.antang^^^ 

COS  <{/  C^(9p 


\k  COS  ^  sin  (p  cf^ 


m 


an 


rfR     ^'''"^«'^«iVrfR  ,  ^ 


{jL  COS  ^  sin  <p  ei^d       (à       cos  ^ 


U  +  rfT/ 


^ 


Dans  les  équations  (A)  et  (B),  nous  avons  placé  la  dérivée  — 
entre  crochets,  pour  rappeler  que  Ton  pout^  en  la  formant,  ne 
pas  faire  varier  a  dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne 
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nt  -j-  t,  pourvu  que  la  partie  nt  de  cette  longitude  soit,  dans 
le  mouvement  troublé,  remplacée  par  jnt  =  p.  Quant  à  celle 
valeur  de  p,  elle  est  déterminée  par  la  formule 


'=-'!/ 


an' 


dt'- 
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DÉVELOPPEMENT  EN   SÉRIE   DE   LA  FONCTION   DES  FORCES 
PERTURBATRICES 


CHAPITRE  I 

Expression  de  la  fonetion  pertai*batriee  dans  le  cas 
d'orbites  peu  inclinées  et  d'une  faible  excentricité 


I.  —  De  la  FONCTION  PERTURBATRICE  ET  DE  SA  NATURE 

La  fonction  R  des  masses  et  des  distances,  qui  figure  aux 
seconds  membres  des  équations  du  mouvement  troublé,  a  la 
propriété,  par  ses  dérivées  partielles,  de  représenter  les  actions 
qu'exercent  les  planètes  m',m''...  sur  celle  »i/  on  la  nomme 
fonction  des  forces  perturbatrices  ou  simplement  fonction 
perturbatrice.  Toute  la  théorie  des  perturbations  repose  sur 
la  considération  de  cette  fonction  particulière. 

Gomme  nous  venons  de  le  voir,  les  dérivées  de  cette  fonction, 
prises  par  rapport  aux  éléments  de  Torbite  elliptique 
Uj  s,  e,  (0,  6,  (p,  sont  les  facteurs  qui  multiplient  Télément  dt 
dans  les  formules  qui  expriment  les  variations  différentielles 
de  ces  éléments.  Pour  obtenir  les  variations  finies  de  a,e,e...| 
il  faudrait  donc  pouvoir  substituer  dans  R,  à  la  place  de  r,  r'  et  de 
t?,r',  leurs  valeurs  respectives  en  fonction  des  mêmes  éléments  ou 
leurs  valeurs  corrigées  de  toutes  les  perturbations.  Admettons 

A8TB0N0UIB  THiORIQUK«  11 
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pour  un  moment  la  possibilité  de  cette  substitution.  Il  est  clair 
que  ces  valeurs  de  ry,  t?,  v\  quelles  qu'elles  puissent  être,  seront 
nécessairement  des  fonctions  de  la  masse  perturbatrice  Yn\  du 
temps  ty  et  des  éléments  elliptiques,  tels  qu'ils  ont  lieu  à 
Torigine  du  temps.  En  les  supposant  développées  par  rapport 
à  cette  masse,  on  aura  donc 

Les  premiers  termes  0  et  ^  de  ces  séries  sont  les  valeurs 
de  r  et  de  t?  relatives  à  la  supposition  de  m'  =  o  ou  au  mou- 
vement non  troublé  de  m  ;  et,  comme  la  fonction  R  est  du 
premier  ordre  par  rapport  à  m\  on  voit  que  si,  dans  une  pre- 
mière approximation^  on  néglige  les  puissances  des  masses 
perturbatrices  supérieures  à  la  première,  il  suffira  de  substituer 
dans  cette  fonction  à  la  place  de  r  et  de  t?  leurs  valeurs  rela- 
tives au  mouvement  elliptique,  c'est-à-dire  0  (a,  e,  e,  a>,  p)  pour 
r  et  4>  (c,  e,  w,  p)  pour  v.  Dans  ce  cas,  la  fonction  R  peut  tou- 
jours se  réduire  en  une  suite  infinie  de  termes  de  la  forme 

m'  >  cos  [%'nt  —  int  -|-  51), 

termes  dans  lesquels  w/ et  n't  représentent  les  moyens  mouve- 
ments de  la  planète  troublée  et  de  la  planète  perturbatrice,  et 
t,  i  des  nombres  entiers  qui  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  * 
possibles,  positives  et  négatives,  y  compris  zéro  ;  9,  et  il  sont 
des  coefRcients  fonctions  des  éléments  des  orbites  de  m  et  de  m* , 
mais  indépendants  du  temps  t.  Si  Ton  voulait  ensuite  former 
une  seconde  approximation^  ou  avoir  égard  à  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices,  il  faudrait  subtituer  dans 
R,  à  la  place  de  r  et  de  v,  les  valeurs  obtenues  dans  la  pre- 
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inière  approximatioo.  On  formerait  une  troisième  approxi- 
mation^ en  ayant  égard  aux  secondes  dimensions  des  masses, 
c'est-à-dire  en  substituant  dans  R,  à  la  place  des  variables  r 
et  V,  leurs  valeurs  données  par  la  seconde  approximation ,  et 
ainsi  de  suite.  Généralement,  les  deux  premières  approxima- 
tions suffisent  dans  la  théorie  des  planètes;  mais  il  n'en  est 
pas  de  même  dans  la  théorie  de  la  Lune,  où  la  grandeur  des 
inégalités  et  le  peu  de  convergence  des  séries  obligent  à  pousser 
beaucoup  plus  loin  le  développement  de  R  par  rapport  aux 
forces  perturbatrices.  Laplace,  dans  la  Mécanique  céleste,  s*est 
arrêté  aux  termes  du  quatrième  ordre  inclusivement,  mais  il  a 
conservé  ceux  du  cinquième  qui  se  sont  présentés  d'eux- 
mêmes.  Plana,  dans  sa  théorie  de  la  Lune,  est  allé  jusqu'aux 
termes  du  cinquième  ordre,  et  même  jusqu'à  ceux  du  hui- 
tième, lorsque  la  chose  lui  a  paru  nécessaire.  Hansen,  dans  ses 
Fundamenta  nova  investigationis  orbitœ  verx  quant  Luna 
perlustrat,  n'a  pas  dépassé  le  quatrième  ordre;  enfin  Delaunay, 
dans  sa  Théorie  du  mouvement  de  la  Lune,  a  poussé  les  appro- 
ximations beaucoup  plus  loin,  et,  relativement  aux  excentri- 
cités et  aux  inclinaisons,  il  a  considéré  les  termes  du  septième 
ordre  inclusivement  et  même  ceux  du  huitième  et  du  neu^ 
vième,  pour  certaines  inégalités  dépendantes  de  la  longi^ 
tude. 


11.  —  FORME  GÉNÉRALE  DU  DÉVELOPPEMENT  DE  R  DANS  LE  CAS  DBS 

PLANÈTES 


Ne  considérons,  pour  simplifier,  que  l'action  réciproque  de 
deux  planètes  m  et  m'  en  mouvement  autour  du  SoleiL   Eu 
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désignant  toujours  par  H  la  fonction  des  forces  perturbatrices, 
et  posant 

p  =  s/(^'  -  oof  4-  (y-  ~  y)^  4-  (z'  -  ^s-jS 


on  aura 


On  aura  aussi  en  appelant  ê  Tangle  formé  au  centre  de  gra- 
vité du  soleil  par  les  deux  rayons  vecteurs  r  et  r\ 

p2  =  r*  -f-  ^'*  —  ^^  cos  s. 

Soient  v  et  v'  les  longitudes  des  planètes  m  et  m',  comptées 
dans  les  plans  de  leurs  orbites  respectives  à  partir  d'un  axe 
fixe  ;  Y  Finclinaison  mutuelle  des  orbites,  et  t,  x'ies  longitudes 
P  du  nœud  commun  aux  orbites  de  m  et  de  m\  Par  la  considé- 

^K  ration  du  triangle  sphérique  ayant  deux  côtés  v  —  t,  «?'  —  t' 

et  l'angle  compris  f»  on  aura  pour  calculer  le  côté  s  opposé  à 
l'angle  y 


cos  8  =:=  cos  {v  —  t)  co8(î?'  —  t')-}-  8in(t?  —  t)  siu  {v'  —  t')  cos  y, 

ou  bien,  en  remplaçant  les  produits  de  sinus  ou  de  cosinus  par 
des  sommes  et  mettant  i  -— 2  sin*  ^y  à  la  place  de  cos  y, 


coss  =  cos  (r'  —  t?  +  T  —  t')  +  [cos  (»'  -f-  î?  —  T  —  t') 

2 


—  cos(t?'  —  V  —  t-|-t)]  sin'ry. 


1 

k  cause  de  la  petitesse  du  facteur  sin  ^  ^  T»  ^^    P^^^  ^^^^ 
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1 

t'=  t,  ce  qui  donne  en  posant  pour  simplifiersin'^  Y  =  V  ^t 
substiluani  dans  p 

p^=zr^'}'  r'^ — 2  rr'  cos  (t?' —  v)  —  2rr'Y|*  [cos  (î?'-|-  v  —  ±x) 

—  cos  (»'  —  v)]. 

Portant  cette  valeur  de  p  dans  Texpression  ci-dessus  de  R, 
on  a  donc 

^—^  Iv/H-l-r'a— 2rr cos(î?'— r)  —  2rr\^ [cos (i?'+t? — 2t)— cos(t?'— t?)] 
^  Jcos  (t?'— t?)  +  T|2  [cos(t?'-|-t?— 2t)—  cos  (t?'—  v)]  • 

Quand  à  Tangle  y  qui  entre  implicitement  dans  t^,  il  est 
aisé  d*en  déterminer  la  valeur  en  fonction  des  inclinaisons  <p,  cp' 
des  deux  orbites  au  plan  des  œy^  et  des  longitudes  6,  0'  des 
nœuds  ascendants  de  ces  orbites.  Si  Ton  considère,  en  effet, 
le  triangle  sphérique  dans  lequel  le  côté  6'  —  6  et  les  deux 
angles  adjacents  à  ce  côté  (p'  et  180^  —  <p  sont  connus,  on  a 
pour  calculer  Fangle  y  opposé  à  ce  côté 

cos  Y  =  cos  «p  cos  <p'  -f-  sin  <p  sin  <p'  cos  (6'  —  6). 

L'inclinaison  mutuelle  des  orbites  démet  de  m' étant  toujours 
très  faible,  on  peut  développer  R  suivant  les  puissances  de  y, 
en  une  série  très  convergente,  et  en  posant  pour  abréger 

X  =  2    cos  (t?'-f.  t?  —  2t)—  cos  (»'  —  v)  h 
e  =  r»  +  r'2  —  2rr'  cos  {v'  —  v\ 
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on  obtient 
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-J 


rr 


+  etc. 


Sous  cette  forme,  et  en  négligeant  les  termes  en  r^^  on  voit 
que  R  ne  dépend  que  de  r,  r^,  v,  v  et  y. 

III.   —  DÉVELOPPEMENT  DE   L*EXPRESSI0N   PRÉCÉDENTE    EN    SÉRIE 
ORDONNÉE   SUIVANT  LES   PUISSANCES  DES  EXCENTRICITÉS 

L*expression  précédente  de  R  se  rapporte  aux  inclinaisons. 
Occupons-nous  actuellement  de  la  développer  par  rapport 
aux  excentricités. 

Posons 

r  =  a  -{•  afjL, 

P*)  [»-'i  V,  v',  étant  de  très  petites  quantités  dépendantes  des 
excentricités  de  m  et  de  m\  et  l,  H  désignant  les  longitudes 
moyennes  nt  -f-  e,  Wi  +  e'  de  ces  deux  planètes. 
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En  substituant  ces  valeurs  de  r,  r',  v  et  v'  dans  l'expression 
de  R,  et  négligeant  d'abord  (a,  (a',  v  et  v\  ce  qui  revient  à  sup- 
poser les  orbites  circulaires,  on  aura,  en  appelant  R^  ce  que 
devient  R  dans  ce  cas, 

R,  ^m'Ieo^^-^cosCr-O  j 


o^ 


-I-  m'ÔTi  V^^^^'^o 


+  etc 

les  valeurs  de  ^o  et  9^  étant 

■>Ce=|lcoB(/+/-2T)-cos(r-0], 

00=  a^  +  a'*  —  2aa  cos  (/'  —  0- 

Pour  passer  de  ce  cas  à  celui  où  les  orbites  sont  excen- 
triques, il  faut  attribuer  aux  quantités  a,  a\  /,  t  les  accroisse- 
ments ajx,  «'{jl',  v  et  v'.  Or  soit  {a) 

®«"^'  -^s=|2B"'co8t(r-0. 

(a)   La  quantité  Oo*"  ^,   éUnt  réductible  à  la  forme 

5  Af**^  A^^>  cos  (r«-o+ A<^'  co82(r-0+. . . 
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le  signe  V  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  i,  posi- 
tives ou  négatives,  y  compris  zéro,  et  A.^^\  B^'),  O'^  étant  des 
coefficients  tels  que 

c'est-à-dire  jouissant  de  la  propriété  d'acquérir   des  va- 
leurs égales  pour  des  valeurs  de  t'égales  et  de  signes  contraires. 
Si  Ton  observe  que  le  produit  de 

2  A<'^  cost  (^— /) 

par  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  angle  quelconque  9  est 

on  a,  en  remarquant  qu»  cos  t  (r  —  Q  =  co8[~  t  [l  —  Q], 

+  |a^*>|  cos2(r-o+co8[-2(r-o]j 


+ 


On  a  d'ailleurs  généralement  A^''  =  a'  '\  ce  qui  change  l'expression  précé» 
dente  de  Bq~~^  dans  la  suivante 

eo'"^=|A^*'+|A^*  W-O+JA^^^  C082(r-«}  +  . . . 

+  2-A^-*^co8[-(r-0]+|Af-*Jco8[.2(r.0]+...  ; 

le  nombre  t  doit  s'étendre  ici  à  toutes  les  valeurs  entières  comprises  de- 
puis t  =  —  00  jusqu'à  *  =+  ».  En  y  renfermant  la  valeur  i  =  o,  on 
pourra  donc  écrire 
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et  que  de  plus 

on  aura,  après  avoir  substitué   dans  R^  la  valeur  ci-dessus 
—y  2  V««'B('-*)cos  ;  {r—l) 


Considérons  le  premier  terme  de  ce  développement,  et  posons 

(a)  Ces  relaUons  sont  bien  faciles  à  vérifier.  Oo  a,  en  effet,  pour  les  deux 
séries  que  renferme  TexpressloQ  (a) 


sin 
cos 


D*aprè8  la  dëAnitlon  du  nombre  t,]on  peut  changer  dans  chacun  des  termes 
de  celle  somme  i  en  —  t.  Or  si  Ton  fait  cette  substitution  dans  le  second 
larme,  on  reproduit  le  premier,  car  A^~'^  =  A^'\  On  a  donc  généralement 


sln 


2A^'^cost(i'-0=2A^'^^|,3Mr-0+<^|. 


La  démonstration  de  la  formule  (b)  repose  sur  d«s  considérations  absolu- 
aient  semblables. 
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I 

f}y  A")  étant  évidemment  une  fonction  de  a  et  de  a',  R  doit  dé- 

pendre des  variables  a,  a'el  [t — t).  Or,  si  l'on  désigne  parV  une 
fonction  de  trois  variables  x^  y,  z,  on  sait  que  lorsque  x,  y  y  z 
^  prennent  respectivement  les  accroissements  Ji,  j,  k,  c'est-à- 

5?  dire  se  changent  «nx-\-h,y-\-j,z-\-k,y  devient 

?•:  „  ,  rfV      ,  rfV  .  .  rfv, 

K                                       +6W     '^rfy"'  "'"rf^»* 
■  + 

Pour  le  développement  de  la  fonction  R  des  trois  variables 
a,  a',  t  —  l,  ordonné  suivant  les  puissances  et  les  produits  de 
leurs  accroissements  respectifs  a[x,  a'y.\  ■*' — v,  on  aura  donc 

R  =  Y  2  ^"*  '^^^  *  ^^~^ 

I  "^    '  V^    ,rfA">        .  ,-      ^ 
-^'(v'-v)2tA(')8int(r-/) 
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_^  (v'  _  v)»  2 1«  AW  cost  (t  —  l) 

-y,A{y-v)2,»a  -^  8in  ï  (r-  i) 

m'  .,  ,      ,vi  .  ,rfA")  .     ..^      ^1 
-y  l*(v'-v)  2j  »«  "5^  sm  t  (r - /)J 

+  ^(v— v)»  2  t'AW  sin  t  (/'— 0 
-ï;.'(v'-v)S'W|^sin.-(^-'0] 


+    etc. 
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Si  Ton  substitue  maintenant  dans  ce  développement,  à  la 
place  de 

î*»  K-'»  f^^»  f*'^---  ^'— V,  (v'  —  v)3...   K-(^'— v),   fx'  (v'— v)... 

leurs  valeurs  relatives  au  mouvejoient  elliptique,  valeurs 
que  Ton  formera  aisément  à  l'aide  des  relations  qui  expriment 
r',r',r  et  t>',  et  que  nous  avons  données  pages  96  et  97,  on 
obtiendra  le  développement  de  R  ordonné  suivant  les  puis- 
sances et  les  produits  des  excentricités,  et  étendu  jusqu'à  tel 
ordre  de  terme  que  Ton  voudra  considérer. 


Termes  qui  sont  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
excentricités 


Si  Ton  se  borne,  par  exemple,  à  considérer  les  termes  indé- 
pendants des  excentricités  et  ceux  qui  dépendent  seulement 
de  la  première  puissance  de  ces  quantités,  cas  pour  lequel 

r  =  a  —  ae  cos  {l  —  o)), 
z?  =  n^  4-  «  +  2^  sin  (^  —  w), 
r'  =  a'  —  ae'  cos  {l'  —  <d'), 
v'  =:  n't  +e+  2e*  sin  {l'  —  co'), 
on  aura 

p.  =  —  e  cos  {l  —  0)) , 

V  =       2e  sin  {l —  a>), 

[x'  =  —  e  cos(^ — <ù% 

v'  =      2e'sin(r— o)'), 

* 

et,  par  suite,  il  viendra  pour  la  portion  de  R  qui  dépend  des 
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termes  dont  nous  parlons  et  que  nous  représenterons  par  R[o.|], 


â"  *  <!08  (r  —  <o)    V  a  —7—  C08  t  (f  —  t) 

da' 


—  Y  e  cos  {^— «')  2j  «  "^  ces  t  (i^— /) 


-  Y  2e'  sin  (?— w")  ^  »i^"'  «n  »  (/'—  i) 

+  Y  2«  sin  (r  —  co)  _2)  t'A'"  sin  t  [t  —  l), 
c'est-à-dire 

-t2  [«^'+2'A«]«CO8[t(r-0-hf-a,] 

en  vertu  des  relations  [a)  et  (ô). 

Pour  les  applications  numériques,  il  est  commode  de  n^avoir 
isL  considérer  que  les  dérivées  partielles  de  A^^),  B<'\..,  rela- 
tives à  a.  Or,  si  Ton  remarque  que  ces  coefficients  sont  des 
fonctions  homogènes  de  a  et  de  a ,  la  première  du  degré  —  1, 

(a)  Ce  terme  se  présente  d'abord  sous  la  forme 
On  le  ramène  à  celle  écrite  dans  le  texte,  en  remarquant  que 

i  (r  -  «)  +  r  -  «•  =  (i  + 1)  («•  -  0  +  '  -  o>'. 
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la  seconde  du  degré  —  3,  elc,  on  sait  que  - 


d'où  Ton  lire 


Eu  égard  à  la  première  de  ces  valeurs,  l'expression  précé- 
dente de  R  [«,!]  devient  donc 

-|'2[{2»  -  l)A"-<'+  a^']e'co8[t(r-0  +  ^«1. 

Soit,  en  ne  considérant  que  les  termes  dépendants  des  excen* 
tricités, 

R(.,3  =  W^>  e  cos  [i{r—  Z)  -f  ^  —  co] 
+  W')e'  cos  [t  (r—  /)-f /  — a,]  ; 

alors  en  posant  -^—  =  A[;!j,  on  aura 


M«»      "^ 


M(^)  =  Ç  [(2i-l)  A('-*)+aA<'f7Î)]. 
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Termes  qui  dépendent  de  la  seconde  puissance  des  excentricités 
Pour  obtenir  ces  termes,  il  faudrait  prendre 


(x  =  •—  e  cos  (^  —  o))  +  ^  [1  —  C08  2  (/  -—  0))], 
V  =  2e  sin  {l —  w)  +  je^  sin2(^  —  <o), 


{jl'  =  — ô'cos(r— <o')  + Y  [*  —  cos2(r  —  co')], 
v'  =  2e'  sin  (/'  —  o)')  +  f  e"^  sin  2  (/'  —  co')  ; 


on  en  déduirait  les  valeurs  de  (x^,  jx'^,  v'  —  v,  (v'  —  v)^,  {Xfx', 
jx  (v'  —  v),  jx'(v'  —  v),  savoir  : 

p,»=ieMi+C0s2(^-a>)], 

jx'^=|e'«[i  +  cos2(r-co')], 

v'  —  V  =  2e'  sin  (^  —  <o')  —  2e  sin  (/  —  w), 

(v'  —  v)2  =  2(e«  +  e'«)  —  2e>  cos  2  (;— (o)  —  2e'3  cos  2  (f—  co') 

4-4ee  cos[(/— (o)  +  (?— o>')]  —  4ee'cos[(/— u))— (^—  a>')], 

i  1 

jxfx'  =  2 ««'cos  [(^— to))-f-(^— coOl+gee'cosKZ— <o)— (;'— 0)')], 

ja{v  — v)  =  e*  sin  2  (Z  —  0))  —  ee'  sin  [[l  —  o))  -f  (r  —  to')] 

—  ee'  sin  [{l  —  w)  —  (r  —  co')], 
pt'(v'  —  v)  =  -.  e'>  sin  2(Z—  co')  +  ee'  sin  [{l  —  (o)+(r  —  co')] 

4-  ee  sin  [{l  —  co)  —  (Z'  —  co')], 
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et  substituant  ces  valeurs  dans  les  termes  du  développement 
de  R  qui  en  sont  affectés,  on  en  conclurait,  pour  la  portion 
de  ce  développement  qui  est  de  l'ordre  du  carré  des  excen- 
tricités, 

X  e^  cos  {  i{r  —  /)  4-  2^  —  2ù>  j 

X  ee'  cos  \i  [l  —  î)  ■\- 'il  —  m  —  u>'  \ 
+  f'  S  [(•■-2)  (*•■-  3)  A''-")-  2  (2,-3)  a'î^' 

X  (e^  +e'^)cos;:(^  — Q 


rfA<'+*> 


e2a 

+  2(,  +  l)a-^-;-+aa'-^-^J 
X  ee'  cos  |  ï{^— Q  —  a)  +  <»>'  I» 


Digitized  by 


Google 


DÉVELOPPEMENT  DE   LA   FONCTION  PERTURBATRICE        177 
Maintenant,  si  l'on  observe  que  d'après  l'éqaation  (c) 


ctc 

on  aura  pour  les  termes  de  R[..)]  qui  sont  de  la  forme 

OIL  cos  {i(j!  -  t) -\- Il -\-  X\, 
et  qui  dépendent  de  la  seconde  puissance  des  excentricités, 

R'(..,j  =  M'»)  c»  cos  {{{V  —  /)  +  2;  —  2a)] 

+  M")  ee  003  {i{l  _  /)  +  2/  —  «o  —  o)] 
+  M(»  e'»  cos  [i(r  —  ?)  4-  2/  —  2a)'], 

e  xpression  dans  laquelle 

'  M«»>  =  y  [t  (4i  -  5)  +  2  (2t  —  1)  a  A;»  +  a^k%\ 

m! 

Mf«)  =  —  j  [(2i  —  2)  (2|-  —  1)  A"-<)  +  2(2«  -  1)  a  A"^;' 

+  «'  A'i^')], 
M<»)  =  +^'  [*t*  —  7t  -I-  2)  A"-»)  +  2(2»  —  V)a  Af^;») 
+  «'A'--f]. 

On  aura  ensuite  pour  les  termes  de  R[..2<  qui  sont  de  la  forme 

je,  cos  [î(/' —  /)  +  !«>], 
el  qui  ont,  par  conséquent,  môme  argument  que  les  termes 

A8THONOIUS  THiORIQUB.  12 
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indépendants  des  excentricités, 

R'^f..,]  =  N^o)  {e^  +  e'2)  cos  t  (?  —  0 

-f  N(*)  ee'  cos  [î(r  —/)  +  «  —  '«>1 
+  Nf^)  ee'  cos  [t(r  —  /)  —  co  +  a)^, 

expression  dans  laquelle  W^\  N^*^  et  N<^>  ont  les  valeurs  sui- 
vantes : 


N<«)  =  —  -^  [4tU<'J  —  2aAi{,  —  a»A{§,], 
4 

W>  =  +  ^'  [{2«  —  2)  (2t  -  1)  A"-*'  -  2a  A<Î7,')  —  ««AV"], 
N«)  =  +  ^  [(2t -I-  2)  (2i  + 1)  Af'+«)  -  2aA'U,"— a>A(',V']. 

4 


.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  développements  qui 
n'olTrent,  comme  Ton  voit,  d*autres  difficultés  que  celles 
résultant  de  la  longueur  des  calculs.  Ces  calculs  deviennent» 
en  effet,  d'une  extrême  complication ,  à  mesure  que  Ton 
8*élève  dans  Tordre  des  approximations. 

En  réunissant  la  somme  des  termes  (R'{..i]  +  R^c..»])  que 
nous  venons  de  trouver  à  celle  R[o.i  ] ,  on  aura  le  développe* 
ment  de  la  fonction  R,  étendu  jusqu'aux  produits  et  aux  se- 
condes puissances  des  excentricités  des  orbites  de  m  et  de 
m'  dont  nous  venons  de  considérer  Taclion  réciproque. 
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IV.  —  Expression  analytique  des  termes  qui  dépendent 

DES  INCLINAISONS 

Le  développement  de  la  fonction 

(a)  |'2^(0cosi(Z'-0, 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des 
très  petits  accroissements  a(A,  afx',  v'  —  v,  vient  de  nous  four- 
nir les  termes  de  R  qui  sont  de  Tordre  des  excentricités  des 
orbites.  Il  nous  reste  maintenant  à  considérer  les  termes  qui 
<iépendent  des  inclinaisons  et  auxquels  donnent  naissance  la 
portion  de  R  que  nous  n'avons  pas  développée,  savoir  : 

R^  =  -  Y  ^-n^^'  B<'-^)  cos  i (^  -  0 

Or  si  y  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui,  dans  le  déve- 
loppement de  R,  sont  de  la  forme 

OR/  cos  [»(?  —  /)  +  X], 
on  pose 

R^  =  MV  cos  [i(r  —  Q  +  2/  —  2t], 


on  aura  immédiatement 


M  =r  y  aa'B<^^K 


Relativement  aux  termes  du  second  ordre  par  rapport  aux 
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inclinaisons,  mais  dont  l'argument  est  le  même  que  celui  des 
termes  indépendants  des  excentricités,  on  aura,  en  posant 

R^  =  NVcos»(r— /), 
2 

Considérons  maintenant  les  termes  du  troisième  ordre  qui 
s'ajoutent  à  ceux  du  même  ordre  dépendants  des  excentricités. 
Ces  termes  résultent  du  développement  de  la  fonction 

Y  2  V^^'B^-^)  cos  [e(r  -  Z)  +  2Z  -  2t.]; 

et,  comme  celte  fonction  est  déjàdu  second  ordre,  il  suffira  pour 
obtenir  les  termes  dont  nous  parlons  de  la  développer  seule- 
ment suivant  les  premières  puissances  des  excentricités  e  et  e\ 
Or  le  développement  de  la  fonction  (a)  a  été  effectué,  page 
170  ;  on  en  conclura  donc  celui  que  nous  cherchons  en 
changeant  simplement 

A^')  en  B('-*^'      et       t{J  —  l)    en    i  (r  —  Q  +  2/  —  2t. 

On  aura  ainsi 

aa'  \  Y  2Jb«^-^)  cos  [  i{r -  ^  -f  2^  —  2t  ] 

+  ff^'S^'^"^^^  W"-  0  +  2^-  2t] 

-J  (^'  -  v)  2  «^'-^)  sin  [^  -  /)  +  2/  -  2t]  j-  • 
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Maintenant,  si  l'on  substitue  dans  ce  développement  à  la 
place  de  (i,  (*',  {•/  —  v),  leurs  valeurs  données  à  la  page  175, 
et  qu'on  ail  égard  aux  relations  (a),  {b)  et  {d),  ainsi  qu'à  celle 

t  (r  —  0  +  2/  +  r  —  o)'— 2t  =  {t+i){r— i)4-3/— 0)'— 2t, 

on  trouvera,  pour  la  somme  R^  des  termes  dont  nous  parlons, 

'    — 1  s  [(2«-  3)  B"-<'  +  a^']«^'  cos  [»(?  -  0 

4-  3/  _  0,  _  2t] 
+  T  S  [2«Bî'-»>+a  ^^]  ey  cos  [J(r  -0  +  3/ 

—  0)'  —  2t]  • 
En  posant  donc 

R^  =  N^o) ^2  cos  [t(^'  —  Q  +  3/—  0)  —  2t] 
4-  N*eV  cos  [i{r  —  Z)  +  3^  —  co'  —  2t], 
on  aura 

NO  =_^î^r(2i-.3)B^'-*)+aB^^l/n, 

tiCS  inclinaisons  des  orbites  planétaires,  les  unes  sur 
les  autres  «  étant  très  faibles,  les  termes  dépendants  de 
ces  quantités  sont  généralement  forts  petits,  et,  passé  le 
quatrième  ordre,  on  peut  regarder  leurs  valeurs  comme 
tout  à  fait  insensibles.  Il  peut  arriver  cependant  que,  pour 
certaines    circonstances    particulières,    ces    termes    d'ordre 
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supérieur  acquièrent  une  valeur  relativement  sensible,  et  sur- 
passent même,  en  grandeur,  ceux  qui  dépendent  des  excentri- 
cités.  Ce  cas  assez  singulier  se  présente  dans  la  théorie  du 
mouvement  de  la  Terre  troublé  par  Vénus,  où  l'inégalité  dépen- 
dante de  Tangle  I3nt — Snt,  et  qui  s'élève,  d*après  les  calculs 
de  M.  Airy ,  à  2"94  pour  Vénus  et  à  2^15  pour  la  Terre,  est  uni- 
quement  due  aux  termes  dépendants  de  l'inclinaison  mutuelle 
des  orbites.  Les  termes  provenant  des  excentricités  et  qui,  dans 
toute  autre  circonstance,  seraient  sensibles,  se  combinent  ici 
de  telle  sorte  que  leur  somme  est  une  quantité  extrêmement 
faible,  presque  nulle. 


V«  «—  Remarques  sur  la  forme  du  développbbient  de  R. 


Il  nous  reste  à  présenter  quelques  remarques  sur  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  R,  tel  que  nous  l'avons  effectué  dan» 
les  paragraphes  qui  précèdent.  Les  considérations  dans 
lesquelles  nous  allons  entrer  seront  surtout  utiles,  dans  la 
recherche,  faite  à  priori,  des  termes  du  développement  de  R 
d'après  un  argument  donné. 

Soit 

{a)  m'  >  cos  (iWt  —  int  -j-  ^) 

un  terme  quelconque  de  ce  développement.  Si  les  orbites  de 
m  et  de  m'  étaient  circulaires  et  dans  un  même  plan,  les 
quantités  r,  r',  v,  t?',  seraient  respectivement  égales  à  a,  a',  ;,  l; 
K)  serait  nul  et  Ton  aurait  i"  =  i,  puisque  l'angle  f  —  l  et  ses 
multiples  seraient  alors  les  seuls  dont  le  cosinus  entrerait  dans 
l'expression  de  R.  D'où  l'on  voit  déjà  que  ine  peut  surpasser  t"' 
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OU  en  être  surpassé,  qu*au  moyen  des  sinus  ou  des  cosinus  des 
termes  qui  dépendent  des  inclinaisons. 

En  se  reportant  maintenant  aux  valeurs  de  r  et  de  v  don- 
nées aux  pages  96 et 97, on reconnaU  que  l'angle lonnt-^-t  est 
toujours  accompagné  de  Tangle  —  u),  et  par  les  valeurs  de 
r'  et  de  v\  on  voit  que  Fangle  r  =  n'I  4"  ®'  ^st  toujours  ac- 
compagné de  —  0)";  d'un  autre  côté,  la  valeur  de  x^"î  entre 
dans  R  montre  que  la  somme  des  angles  l  ti  t  est  toujours 
accompagnée  de  l'angle  —  2t  ;  Jl  prend  donc  cette  forme  : 
i'e  —  le  —  ).<i)  —  X'o)  —  SX^'t  et  Ton  peut  écrire  au  lieu  de  l'ex- 
pression {a) 

{b)    m'  y  cos  (i'nt  —  int  -f^  iW  —  U  —  Xco  —  Vw'  —  2X^), 

t',  t,  X,  X',  X^  étant  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  et 
tels  que 

ou 

(c)  ,"_î  —  x  —  v  — 2X^  =  0*'-). 

Arrêtons-nous  à  considérer  l'ordre  et  la  composition  du 

(a)  Cette  équation  de  condition  rôaalte  de  ce  que  la  valeur  de  B,  et,  par 
conséquent,  celle  de  ses  différents  termes,  est  indépendante  de  la  position  de 
la  droite,  à  partir  de  laquelle  on  compte  les  longitudes  T,  /,  w,  w',  t,  t.  En 
effet,  supposons  cette  origine  déplacée  d^uDe  quantité  que  nous  représente- 
rons par  0,  et  qui  soit  la  môme  pour  chaque  orbite.  La  variation  subie  par 
Tangie  {i'nl  —  inl  +  3i)  sera 

t^  — t9  — M  — X'0-4X"fl; 

et  si  Ton  veut  qu^après  ce  déplacement,  les  diverses  combinaisons  que  Ton 
peut  former  avec  les  angles  /,  l\  «,  m',t,  t   restent  les  mômes,  il  faudra, 
évidemment,  que  la  somme  des  coefficients  qui  les  multiplient  dans  Texpres- 
sion  de  (i'nt  — >  inl  +  Jl)  soit  nulle,  ou  que  Ton  ait 
t'— t^X  — V  -2X''=:o. 
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coefficienty.il  résulte  des  valeurs  de  r  et  de  t?,  que  le  coefficient 

du  sinus  ou  cosinus  de  l'angle  l  —  co  a  toujours  pour  facteur 

sin 
Texcentricité  e  ;  que  "     2  (^  —  (o)  a  pour  facteur  e^,  et  que 

généralement 


m  [l — <o)  a  pour  fadeur  e" 
eus       ^  '      ^ 


Si  donc,  Ton  regarde  les  excei>tricités  et  les  inclinaisons  conune 
des  quantités  du  premier  ordre,  leurs  carrés  et  leurs  produits 
comme  des  quantités  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite,  on 
voit  que,  dans  les  termes  qui  dépendent  seulement  des  excen- 
tricités, la  somme  des  coefficients  des  angles  w  et  co',  pris  avec 
leur  signe,  indiquera  Tordre  le  moins  élevé  du  terme  que  Ton 
considère  dans  le  développement  de  R.  Et  quant  aux  termes 
qui  sont  multipliés  par  tj,  comme  dans  l'expression  de  ^  le 
coefficient  de  t  correspond  toujours  à  la  puissance  de  Tf^,  on 
voit,  pareillement,  que  la  somme  des  coefficients  des  angles 
0),  (1)'  et  Y),  pris  positivement,  indiquera  la  limite  inférieure  de 
Tordre  des  termes  qui,  dans  le  développement  de  R,  ont  pour 
facteur  les  puissances  de  tj. 

Il  est  démontré  par  là  que  le  coefficient  >,  lorsqu'on  se 
borne  à  son  premier  terme,  est  de  la  forme 

K  étant  un  coefficient  indépendant  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  et  X,X',X''  des  nombres  pris  positivement. 

L'ordre  de  ce  terme  sera  donc  X  -j-  X'  -{-  2  X"  ou  t"  —  i,  en 
vertu  de  la  relation  (c);  et  il  re'sulte  de  la  forme  même 
donnée  aux  valeurs  de  r,  t?,  r  et  t?',  que  cet  ordre  ira  en  crois- 
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sani  de  deux  unités,  à  mesure  que  Ton  s'avancera  dans  la 
série.  Ainsi  le  premier  terme  étant  de  Tordre  »'  — i,  le  second 
sera  de  Tordre  t'  —  t  -f-  2,  le  troisième  de  Tordre  t'  —  t  +  4, 
et  ainsi  de  suile.  Si  doue  t'  —  ï  est  un  nombre  pair,  tous  les 
termes  successifs  seront  d'ordre  pair;  ils  seront,  au  contraire, 
d'ordre  impair,  si  i'  —  i  est  lui-même  impair. 

Nous  supposons  ici  t"  >  z  ;  si  Ton  avait  z'  <  i,  le  premier 
ternie  serait  de  Tordre  t  —  i\  le  second  de  Tordre  i —  î'-j-  2,  etc. 

En  résumé,  on  voit  donc  qu'en  ne  considérant,  parmi  les 
termes  de  R,  que  ceux  qui,  dépendant  de  l'argument  i'n't —  int^ 
sont  de  Tordre  le  moins  élevé,  c'est-à-dire  de  Tordre  i'  —  i, 
R  pourra  être  représenté  par  une  suite  de  termes  de  la  forme 

KeXgX'^2X'-cos  {iWt  —  inl  —  Xo)  —  X'co'  --.  2\\ 
les  nombres  X,  X',  X^''  étant  supposés  positifs  et  tels  que 
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CHAPITRE  II 

Détermination   des  coefflcients  qui  entrent  dans  le 
développement  de  la  fonction  perturbatrice 


I.  —  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE  TRIGONOMÉTRIQUE  DE  LA  FONCTION 

[a»  —  2  aa!  cos  (r  —  Q  +  a'>J  -^ 

La  détermination  des  divers  coefficients  A^*'',  B<'^  Q^  qui 
entrent  dans  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice, 
et  celle  de  leurs  dérivées  prises  par  rapport  au  demi-grand 
axe  a  de  Torbile  troublée,  peuvent  être  ramenées,  comme  on 
Ta  vu  dans  le  chapitre  qui  précède,  au  calcul  des  coefficients 
du  développement  de  Ja fonction  [a* — 2aa'cos(f — 0+a*]~**, 
en  série  ordonnée  suivant  les  cosinus  de  l'arc  (f  —  Z)  et 
de  ses  multiples,  fx  dans  la  théorie'  des  perturbations  plané- 
taires est  un  nombre  positif  ou  négatif,  mais  essentielle- 
ment fractionnaire;  et  il  suffit  de  le  supposer  successivement 

égal  à  ^»  â'  Q  et  -»  pour  embrasser  tous  les  cas  qui  peuvent  se 
z  z  z   .  z 

présenter  dans  cette  théorie. 

Posons 

—  =  a,        r  —  ;  =  <r. 
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d'où 

[a>  —  iaa!  cos  [f  —  /)4-a'»]-^=  «-^(l  —  Sacosa+a*)-'* 
et  soit 

(i)       (1  — 2aco8<f +  a*)-^=  |5l(»)+5l^«)co8<f +•5lt^)cos2<î  + 
...4-5t^'^co8  t<r+... 

^^^\  3i^*K.,  3i^^  étant  des  coefficients  fonctions  de  a  et  de  u, 
qu*il  s*agit  de  déterminer. 

En  remplaçant,  dans  le  second  membre  de  ce  développement, 
cos  9  par  sa  valeur  en  exponentielles  imaginaires,  savoir  : 

on  aura 

(1 — 2aC0S  <s  +  a?)-^  =  (1  -  aeV^-»*(l  —  (X^<V^)-»*. 

Les  facteurs  qui  figurent  au  second  membre  de  cette  expres- 
sion peuvent  se  développer  en  séries  à  Taide  de  la  formule  de 
Newton  et  donnent 

(1  —  03^'=^)'^  =  1  +f  aW^'  +  *^^?~^aV>^« 

,    t^(ix+i)  ((x-j-2)       3^:^ 
^         i.2.3  ^^  ••• 

^  1.2.3...  i  *^  T--" 

^  1.2.3  *  ^  +  •• 

^  1.2.3...  1  *^^     ^••' 
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Multîplianl  ces  deux  séries  Tune  par  Vautre^  et  remplaçant 
g/<TV^rr_j_  ^t-<5\I^K  par  2  cos  î<j,  puis  comparant  le  développement 
qui  en  résulte  à  celui  (i),  on  trouve 

(2)  5t<»)^2[l  +  (QV  +  (^)V 

(3)  3l<'.=  2i.a  [l+!^a»+!^^^^+'H^+^)a^+- 
et  généralement 

(4)  5l(0  =  2i^^tdilfc^^  tt  t±i-^. 

■t-      1.2         (e+l)(i-f2)         ^••• 

série  très  convergente,  comme  celle  (1),  toutes  les  fois  que  a 
est  moindre  que  Tunité. 


Cas  de  ]i.=i  -' 


i 

Les  formules  (2),  (3)  et  (4)  donnent,  en  y  faisant  [a  =  -  et 

désignant  par  h^^^  ce  que  devient  31^'^  dans  ce  cas, 


«l  ^'"=*4!''+ (1:1)  (!:!)''' +••• 

"f"V  .2.4.6...2n    /  U.6...(2n  +  2);'*       ^  — 
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2.4.6...  2t      V    ^2     4i+2 
^    M  ^2    4    2i+2    2iH-4 

\  "^2    4    6    2i  +  2    2/  +  4    2i  +  6  '^ '" J 

Revenons  à  la  formule  (1).  En  prenant  les  logarithmes  des 
deux  membres  de  cette  équation,  puis  les  dérivées  de  ces  lo- 
garithmes par  rapport  à  a,  on  a 

—  2fxa  sin<y  —  il^^^sinq— 23l(^)sin2(T— ...—  i^l^Osintg—.. 
1  —  2x  cos  <T  +  a«     |5^(0)^5^(<;  cos(T+5l<>^  cos  2<x+..+3l(0cosî(i-|-.. 

d  où  Ton  déduit  en  chassant  les  dénominateurs,  effectuant  les 
multiplications  indiquées,  et  remplaçant  les  produits  de  lignes 
trigonométriques  par  des  sommes  (a)  : 

—  p.x3i<®Jsin(j— {jt.x3l(^)sin2(T— [xoLÎl^^JsinSa  — fiLx3l(^^sin4<j— ... 

— {X(x5lf'-3)sin(i-l)(j 
— jxaitf'-^^sintd 
— {jiaitfOsin(e  +  l)(j 
+{jLaJÎl<2)sin  (j+[xa5l(3)8in  2(T-}-. . . 

=  —  (l+a^)5tf08in<T— (l  +  a»)2sin2(j  — ... 

— (14-a2)(t-l)5i(-<)sin(i  — l)(j  — (l+a^)t5tf0sini(j 

^<xJl<08in2(j+a25l(^)sin3(j+a35tW8in4(T4-... 

+a(t— 2)5l('-^)sin(ï-l)<T 
-J_a(î  — r;5lf'-<)sini(j 
-f-a»5lî''sin(i  +  i)(T 
+  a2J3VW8in(j-fa35l«3)gin2(j4- 

^(jCm)  Cette  transformation  s'efTeclae  à  Taide  des  relations  suivantes  : 
2  iin  9  cos  t(y  =  sln  (t  +  1)<t  —  sin  (t  —-  1)<r,     . 
2  cos  ff  sin  t(T  =  sin  (t  +  l)<r  f  sin  (t  —  l)<i. 
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En  égalant,  dans  les  deux  membres  de  ce  développement,  les 
coefficients  de  sin  (t — i)<T,  on  doit  trouver  une  relation  entre 
un  coefficient  quelconque  51^'^  et  ceux  il^'-*>,  5lf'-*>  qui  le  pré- 
cèdent immédiatement  dans  la  série  (1  —  2acos(r-j-a')~*^.  On 
a»  en  eflet, 

relation  d'où  Ton  déduit 

(t-|*)a  {I— fx) 

Cette  équation  (5)  est  fondamentale  dans  la  théorie  qui  nous 
occupe.  Elle  donne,  comme  on  le  voit,  le  moyen  de  calculer 
tous  les  coefficients  5l^^\  3i^^\  etc.,  lorsque  les  deux  premiers 
%(^)  et  il<*>  ont  été  déterminés  par  la  relation  (4). 

^     -,  * 

Cas  c?e  [A  =  ^' 

Dans  le  cas  de  |JL  =  5>  l'équation  (5)  devient 


II.  —  Relations  qui  existent  entre  les  termes  consécutifs 

DES     développements     DE     (1   —  2x   COS  ff  -}"  **)"'*   ^T    DB 

(1  — 2aC0S(j  +  a»)-M. 

N<)us  allons  chercher  maintenant  les  relations  qui  existent 
entre  les  divers  coefficients  du  développement  en  série  des 
fonctions  (1— 2a cos<r+a*)-t*  et  (i— 2acos(j+t*)-i*-*. 
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Soit 

(1— 2aC08a+a*)-<^=|BW+JI'*îC0Sa+JI<»>C082<r+. . . 
+.jl<'>COS«(J-f-... 

et  multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
(i  —  2a  cos  c  -f-  O'  P"^  remplaçons  le  premier  membre  qui 
devient  (i  —  2a  cos  9  +  *')-«*  par  sa  valeur  en  série  (i).  On 
aura 

tiiW  4-  sf*> cosd  +  5lWcos2(i  +  ...  +  5l^'J  cos  »<r-|-  •  •  • 

z 

=  (i  —  2a  cos  <T  +  a*)r|jl<«)+J|f*)  cos  a  -f-  ...  +  V'^  cos  wl- 

Effectuant  les  multiplications  indiquées,  puis  transformant  en 
sommes  l^s  produits  de  cosinus  (a),  on  trouve  que  les  coeffi- 
cients de  cos  to  sont 

dans  le  !•'  membre.  .  .  {    Ji^'> 

j+(l.f  a»)JI^O 
dans  le  2'  membre  .  .  •  <  —  a  •<'-*) 

Par  l'identification  des  termes  semblables    dans  les  deux 
membres,  on  a  donc 

\  ^5)  51(0  =  (1  +  a»)  V^  —  a»('-«)  —  a»^'+<>. 

Si,  dans  la  formule  (5),  on  change  (ji  en  {a  -j-  i  et  t  en  t  -f-  ^  » 
on  a 

/^)  Cet  le  IraDBformation  repose  sur  la  formule 

2'cos  9  C08  tff  =  COS  (t  +  l)ff  +  cos  (t  .^  1)». 
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et,  par  suite, 

Cette  dernière  équation,  en  y  remplaçant  i  par  î  +  1,  devient 

i JA-j-l  t — fx  +  i  ' 

et,  en  mettant  dans  celle-ci  à  la  place  de  B^'+^J  sa  valeur  pré- 
cédente (7),  on  obtient 

Des  valeurs  de  51")  et  51''+*)  qui  précèdent,  il  est  aisé  de  con- 
clure 

(10)       1,(0  ^(iiiiXiiLf)  5v'o  _?i4pii5*]  3i(/..), 

formule  au  moyen  de  laquelle  on  pourra  déterminer  un  coef- 
ficient quelconque  du  développement  de  (i — 2x  cos<t-|-x^)"*h-\ 
lorsque  ceux  5lf'>  et  31^'+^)  de  (i  —  2a  cos  a  -j-  9})-^  seront 
connus. 

Si  dans  la  formule  (10)  on  change  i  en  —  i,  et  que,  dans 
Téqualion  résultante,  on  remplace  i  par  t  -|-  1,.  on  obtiendra 

(H)       y.O  =  Milb^  3lW-  ('-^+^  ^^y  )  3l"+0. 

équation  qui,  étant  combinée  avec  la  précédente  par  voie  d'ad- 
dition et  de  soustraction,  donne 

(i(i,(0+i,(/.^))-('  +  [^)^'"-('+*-|^)^"'-^'). 
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1  3 

Cas  de  i».  =  i^et  de  it.  =  '^' 

En  faisant  dans  ces  formules  [/.  successivement  égal  à  ->  ^t 

et  représentant  par  c^^^et  e^'Ues  valeurs  de  3l^'>  correspondantes, 
on  a  , 

(1  {e">+  «"+*')=  gTî^:^,  [(2.- +  3)  c")_  (2.--  1)  c<'+«»], 
jl  (e(0_ e('+«))  =  e(^4.^)J(2«  +  3)  c'"+  (2.-  -  l)c"+^)]. 

III.  —  Calcul  des  dérivées  de  51^'^  par  rapport  a  a. 


Passons  maintenant  au  calcul  des  dérivées  de  Jl^'>  par  rap- 
port à  a,  et,  pour  plus  de  simplicité,  posons 

En  différentiant  par  rapport  à  a,  les  deux  membres  de  Té- 
quation  (1),  on  en  déduira 

—  2|x*(a  —  cos  (t)(1  —  2a  cos  a  -f-  a»)-l*-<  =  r  5t[î| 
4-  5^(}î  cos  (!-{-...+  5l/(',  cos  w  +  ... 
et,  en  remarquant  que 

,                  1  —  0,2  —  (1  —  2x  cos  d  +  Qt») 
—  a  +  cos  (j  = ^ ■ -j 

ASTaOffOMIB  TBÉ0RIQL5  13 
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on  aara 


fx{i — a^)  (1  —  2a  cos  (j  -f-  (x*)-K-<  —  |jL(i  —  2a  cos  «  -I-  a«)-«^ 
=  |5^1îî+^li{cos<r+...+Jl/,'îco8|-<T-f.., 


Remplaçons  dans  cette  expression  les  quantités  irration- 
nelles qui  figurent  au  premier  membre,  par  leurs  développe- 
ments en  séries,  puis  comparons  dans  les  deux,  membres  les 
termes  affectés  des  mêmes  cosinus;  nous  trouverons 

(13)  31,'ft  =  (.(!-«»)  >W-(.Jl('), 

et,  en  mettant  dans  celle-ci  pour  >")sa  valeur  (10),  nous  aurons 

(14)  3i.o-'+;^+2i*)«\w-^('-{*+*)'3^(rH-i). 
'  ^''  1 — a^  1 — a^ 

Cette  dernière  équation  étant  différentiée  n — i  fois  par  rap- 
port à  a,  fera  connaître  la  valeur  de  31  [Sj  au  moyen  des  déri- 
vées successives  des  quantités  31^'^  et  31^'+^^  supposées  con- 
nues. Mais,  comme  les  formules  auxquelles  on  parvient  de 
cette  manière  deviennent  de  plus  en  plus  compliquées,  à  me- 
sure que  l'on  s'élève  dans  l'ordre  de  la  différentiation  (Voyez, 
le  livre  II  de  \d.  Mécanique  céle^ié)^  il  est  préférable,  piour 
obtenir  3l(j^„  d'avoir  recours  au  procédé  suivant. 

On  déduit  des  deux  équations  (6)  et  (7)  qui  précèdent 

(15)  J3i(0=:!^  (»(/-<)  — »(/+<)), 

et  cette  relation  étant  diffère  ntiée  par  rapport  à  a  donne 
3l/f,  =  ïïi  j  (»"-•)-  »('■»■  0)  +  (îi[^-7* )  _  >l^t' ')  I  • 
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Mettant  dans  cette  équation  h  la  place  de  Si}'^^  sa  valeur  (13) 
«i  ayant  égard  à  celle  (6),  on  obtient 

311 1^-^*)  =  ï{^-jn  -  (t-f.  i)  *('  +  ^)  —  {i  —  i)  »('-<)  +  2*t>ï^ 

relation  qui  étant  indépendante  de  fx  peut  s'écrire 

5tftV)  =  Jll^fi^^  —  (*'  +  ^^)  5l^'+^J  —  (t  —  i  )  5^^'-^^  +  2xi5l  ^'\ 

ou,  en  remplaçant  i  par  i  —  i, 

(16)     5l/ft  =  3lî'i7,s»)—  e5i(0  —  (t— 2)51^'-»^  +  2a  (e  —  i)  3i^^-^K 

Si  Ton  différenlie  maintenant  cette  relation  n  —  i  fois  de 
suite  par  rapport  à  a,  on  obtient 

A,(0,  =  Aj'ij»)  _  (t  +  2)  51,'i',  -  (.•  -  4)  311^7»' 

+  2(f-l)a[5liiT"  +  23li^V']. 

5l,i,  =  AfiT»  -  (<  +  3)  3l,<,«  -  (.•  -  5)  Af'aT») 

4-2(i-l)«[3lî',T<)+33lJi7*'], 

et  en  général 


(17) 


^**J  i  4-  2(z  -  l)a  Wèz\\  +  (n  -  1)  Af^rii]. 

Cette  formule  donne,  comme  on  le  voit,  les  valeurs  des 
dérivées  successives  du  coefficient 31  ">,  lorsque  celles  des  deux 
premiers  3i'*'  et  3('*>  sont  connues.  Ainsi  il  s'agit  de  calculer 

^/o^etJiU.'. 

OVf    si   dans  Téquation  (14)  on  fait  successivement  t  =  o  et 
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t  r=  1,  et  que,  dans  le  second  résultat,  on  ail  égard  à  la  rela- 
tion (5),  on  obtiendra 

(19)  5liyj=^^[^|xx2  5lf«^-2(l-{x)a2l^^)], 

(20)  3ljjj  =  j-~^[2îAx5l^«)-f-a^'2HL-l)-i5l<*^]; 

et  par  la  diflérentiation  de  ces  formules  on  en  déduira  les 
expressions  générales   de  3ljSi\   51  f,}/,   expressions   que   ron 

pourra  ensuite  appliquer  aux  cas  de  a  =  ->  jjl  =  ->  etc.,    ce 

qui  fera  connaître  b\^„]  et  bf,,],  c(,î/  et  cj,!/,  e[!!)  et  ^[4/,  etc. 

Cas  ûfe}X=:-- 

Dans  les  applications  numériques,  il  convient  de  ne  faire  ce 
calcul  que  pour  ôj,î/  et  b[,\{,  et  d'avoir  recours  pour  obtenir 
c[S/  et  c[\l  ejJÎ/  et  ej,!/,  etc.,  à  la  diflérentiation  des  équations 

i 

(12).  Or,  en  ne  considérant  que  le  seul  cas  de  |x=  ^>    on   déduit 

des  équations  (19)  et  (20)  qui  précèdent 

et  par  la  différentiation  n  —  1  fois  répétée,  on  a 

(VI)  nîi'  =  *[*W  +  ('»-i)*ii'-.il- 

On  a  semblablement  en  différentiant  n —  1  fois  de  suite 

1 

l'équation  (20),  et  faisant  «a  =  5 

!  ^i«i  =CT*n(3n-2)]  M,lL,,+  (3n^-7n-|-3)  Ô{AL, 
(  +(n-l)Mn-3)ôî,lL3,]-nôfAL,,. 
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Maintenant  on  déduit  des  formules  (42)  en  les  difTérentiant 
n  fois  de  suite,  et  faisant  i=o  après  la  différentiation, 


4 

Remplaçant  dans  ces  équations  ^l  successivement  par  ^  et 


3 


->  on  aura  pour  calculer  c[,î,^  et  c,^„j,  e\S)  et  ^iJ„  les  formules 
suivantes  : 

I  (ci,?; + cu,') = j4^  I  (ôi,?;  -  bif,})  -f- 1^1  (ci,?'. ,  ,+c(iL,  ,1 

{VIII)(  V         ;  - 

1 1  (cffl  -cl,!/)  =  q^,  I  (Ô1S/+  614,')  -  j^l  (ciSL„-cUL„) 


(IX) 


-"("-*)  (î3i;r)|«îU,+ei.îL».). 


2na  1 


I W5/ -  <'..')  =  6(rp^  (3 cffl - c\!;l)  -  j^^^eir-u-^iV-^il 


■  "  ^"  ■"  '^  M4-«)»2  W''-»'~  ^i«-»l  )• 
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Il  convient  de  donner  ici  quelques  indications  sur  la  marche 
à  suivre  dans  les  applications  numériques. 

Les  quantités  L^^^  et  6^*>  qui  sont  les  valeurs  de  Jl^^J  et  de  51^*' 

pour  (x=^'  ayant  été  calculées  à  Faide  des  relations  (I),  on 

en  conclura  b^^\  ¥^K..  et  généralement  b^^^  au  moyen  de  la 
relation  (III)  ;  puis,  on  aura  &^\é*K..  c^'^par  les  équations  (IV), 
€t  e^^\  e^*K..  c<'>  par  les  équations  (V). 

Passant  ensuite  au  calcul  des  dérivées  successives  de  ces 
coefficients,  on  déterminera  d'abord  b\\\,  b{*^\,  b{*^]...  6[A/  par 
l'emploi  des  formules  (VII),  et  b\^]b[l\  .  .  .  b[Si  par  l'emploi 
des  formules  (VI)  ;  on  pourra  alors  obtenir  cjj}/  et  c(ij\  e\S{  et 
/?y,\  en  faisant  usage  des  relations  (VIII)  et  (IX). 

Quant  aux  valeurs  des  autres  dérivées  ô(J/,  *}!/..•  *(A;  c(|,\ 
<-'(«/•••  clS]\  «i«j\  «[«/•••  «î«ji  «n  les  obtiendra  à  l'aide  des  rela- 
tions générales  [(17) — (i8)].  en  y  remplaçant  successivement 
51^'^  par  b^^\  é'\  e^^\  etc.  Cette  substitution  est  permise,  puisque 
ces  relations  sont  indépendantes  de  l'indice  [a. 


IV.  • —  RELATIONS  QUI  LIEKT  LES  COEFFICIENTS  5l<'^  JH^'),  C^... 
ET  LEURS  DÉRIVÉES  SUCCESSIVES  A  CEUX  b^'\  C^'\  C^'î...  RESPEC- 
TIVEMENT. 


11  nous  reste  maintenant  à  établir  les  relations  qui  lient  les 
coefficients  51  ^'>,  Jl>^'\..  et  leurs  dérivées  successives  prises  par 
rapport  à  a,  à  ceux  à^^\  c^'\  c^o...  respectivement,  et  à  leurs 
dérivées. 
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On  a  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  chapitre  I,  et  en  faisant 

(P)  e"'-i-,  =  |  2»"' <=««•'' 

(ï)  ©"'=l2  «'"<?<>«"• 


On  a  d'ailleurs,  en  posant  a  =  -^5  et  désignant  par  U^\  c^'^ 

13  5 

-e<'>...  ce  que  devient  51  ^'^  pour  (A=â'  l*  =  5'  H-  ~  ^•••>respec- 

4.ivement 


(aO       (1  —  2  a  cos  d  4-  a»)'*  =  |  ^  ^^'^  ^^^  **^' 

(PO       (1  —  2a  C0S(T  +  aV  =  I2  ^^'^  ^^^  ^^'^ 
(yO       (1  —  2a  cos (j  4- a«f  »  =  |2  «^'^  cos w. 


Comparant  entre  eux  les  développements  qui  sont  affectés 
<le  la  niéme  puissance  de  [x,  c'est-à-dire  (a)  avec  (a'),  (p)  avec 
<P'}f  (y)  *v®c  (y),  et  observant  que,  en  général, 

e-l*  =  a'-*l*  (1  —  2a  cos  <r  +  a*)-l*', 

(a)  Nous  ne  nous  occupons  Ici  que  des  dérivées  prises  par  rapport  à  a, 
parce  qu'à  Talde  des  formules  que  nous  avons  données  à  la  page  174,  il 
^mi  toujours  facile  de  convertir  les  dérivées  relatives  à  a'  en  celles  rela* 
4ive«  à  a. 
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on  en  conclut 

51^=1^  ^,(0  ;  r^l^*)  =  i  (ô(<)  — a)  pour  1=1  1 

ïfOzzzi^c^');  r*^«)=:i^(cW— 2)  poure  =  ol 

Par  la  différenlialion  n  fois  répétée,  on  a  donc 

Ces  formules  sont  d'un  usage  fréquent  dans  les  applications 
numériques  ;  elles  permettent,  comme  on  le  voit,  de  remplacer, 
dans  le  développement  de  R,  les  quantités 51  f'\  >^''\..  et  leurs 
dérivées,  parcelles  b^^\  c^'K.,  ôjjj,  c[Jj...  dont  le  calcul  est 
beaucoup  plus  simple.  Ces  dernières  quantités  restent  en  effet 
les  mêmes,  soit  que  Ton  considère  faction  de  m  sur  m,  ou 
bien  celle  réciproque  de  m  sur  m\ 
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Expressions  des  coefRcieiits  des  dU^ers  termes  qui 
entrent  dans  le  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice au  moyen  d*intég:rales  définies  simples 
ou  doubles. 


I.     —  Représentation  des  coefficients  3^''^  et  jl^'^  a   l'aide 
d'intégrales  définies. 

Les  relations  qui  lient  entre  eux  les  divers  coefficients  des 
fonctions  B-H-  et  B-i*-^  développées  en  séries,  ont  été  déter- 
minâmes dans  le  chapitre  qui  précède,  en  faisant  usage  de  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés.  Mais  on  peut  aussi 
exprimer  ces  coefficients  à  l'aide  d'intégrales  définies  simples 
ou  doubles. 

Représentons  par  0'  la  fonction  (1  —  2a  cos  a  -[-  a*)  et 
posons,  conformément  à  la  notation  adoptée, 

0'-!*=  i  51(0)^ JiH)  C0S(I+...  +  Jl('>  C0Sl(T-t— • 

Si  Ton   veut  exprimer  le  coefficient  51^^^  par  une  intégrale 
définie»  il  suffira  de  multiplier  les  deux  membres  de  ce  déve- 
loppement par   cos  iada   et  de  les  intégrer  ensuite  depuis 
^  =  o  jusqu'à  (T  =  TT.  Alors,  d'après  ce  qu'on  a  vu  page  100, 
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tous  les  termes  du  second  membre,  à  l'exception  de  celui  qui  a 
Jl^'^  pour  coefficient  s'évanouiront,  et,  ce  dernier  terme  deve- 
nant égal  à  Tr5l('\  on  aura  pour  déterminer  51^'^ 


(i)  5l<'<  = 


i     /      C08  i<t   . 

t/o 


Cette  formule  ramène,  comme  on  le  voit,  aux  quadratures,  la 
détermination  générale  du  coefficient  il<'^  En  la  considérant 
conjointement  avec  celle 


(2)  »f'>  = 


i      /       C08  W    * 


qui  résulte  du  développement  de  6'-i^*  =  V  >f'>  cos  tV,  on 

peut  parvenir  très  simplement  à  exprimer  les  relations  qui 
lient  les  coefficients  de  la  série  0'-i*  à  ceux  de  la  suite  B'-H-  -  < . 

En  effet,  soit  Ç  =  '    .^^^    et  différentions  cette  équation  en  y 

faisant  varier  «  ;  on  aura 

«.       t  cos  ic    ,        2auL  sin  a  sîn  t^     ,  ; 

^  =  —^T'  ''^ e^?T< ^^  ' 

O'J  à  cause  que 

2  sin  <x  sin  ta  =  cos  (t  +  i)<s  —  cos  (t  —  i)(T, 
jj      t  cos  t<x  -     ,        fcos  (t  —  1)(T      COS  («4-4)0  . 

dÇ = -ë^jT- rf»  +  (*« [    4>^./ #ir^ J''« 

Maintenant,  si  l'on  intègre  les  deux  membres  de  cette  équa^ 
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tion  depuis  <t  =  o  jusqu'à  <y  =  ir,  et  qu'on  remarque  qu'entre 
ees  limites  l  K*évanouit,  on  aura 

i  C08  w  ,     ,  I     cos  (i  —  l)<r  , 


C?9. 


En  vertu  des  formules  (1)  et  (2),  on  aura  donc 
(a)  5lW=:if:ï  [»(/-«)— j(/  +  4)]. 

C'est  la  formule  fondamentale  (15)  de  la  page  194  du  cha- 
pitre précédent. 

Cette  formule  détermine  les  coefficients  5l<'^  51^^^  etc.,  au 
moyen  de  ceux  V^\  W^K  etc,  mais  elle  ne  fait  pas  connaître 
J9l<®}.  Relativement  à  ce  dernier  coefficient,  remarquons  que 
«     puisque 

on  doit  avoir 

2  51''^  COSW  =  (i  —  2QtC0S  <i4-a»)    2  »^'^  C08*'«- 

Si  donc  Ton  effectue  dans  le  second  membre  de  ce  dévelop- 
pement les  multiplications  indiquées,  et  qu'on  remplace  les 
produits  de  cosinus  par  des  sommes,  puisque  l'on  compare, 
dans  les  deux   membres  de  Téquation  résultante,  les  termes 
indépendants  de  9,  on  trouvera  comme  à  la  page  191 ,  for- 
mule (6), 
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Considérons  actuellement  lesde'rivées  successives  de  %^^  par 
rapport  à  a.  En  différentiant  par  rapport  à  cette  quantité  la 
formule  (i),  on  a 


(<=) 


r    /  2  cos  g  cos  i<s         I  2x  cos  id  I 


Mais 


dd. 


/2  cos  (J  COR  i(S  ,  /    cos  (î4-l)<T    -     ,       /   cos(t — i) 

On  a  donc  entre  les  limites  <t  =  o  et  g  =  tt, 

{d)  5lffl  =  {J^(JI9<'+*J  -f  »<'-^^  —  2a  »f'J). 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  Téquation  (c)  par  a    , 
et  que,  dans  l'équation  résultante,  on  remplace  2a  cosc  —  2a* 
par  sa  valeur  1  —  a^  —  6',  et  S'v-+^  par  0'  0'!*,  on  aura 

^    \  a,  fi^  fM  ^\^       I    COS  /(T     ,  il     cos 

(.)      3l,'f,  =  fx(l  -  a»)  -  J    ^^,  d,  --J  -^ 

On  aura,  par  suite, 

if)  5li^;,=:|x(l-a«)*(')-{.5lf'). 

'    Nous  retombons  ainsi  sur  la  formule  fondamentale  (13)  du 
chapitre  précédent. 


—  d<s  ' 
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II.  —  Expressions  des  coefficients  b^^^  et  b^*^  a  l'aide 

DES   TRANSCENDANTES   ELLIPTIQUES 

On  peut  aussi  exprimer  par  des  transcendantes  elliptiques 

les  coefficients  ¥^\  b^^^  qui  sont  les  valeurs  de  51  <®^  et  de  51  f^) 

i 
pour  î*  =  2' 

On  a,  d'après  l'équation  (i), 


ô(0)  —  _ 


^>n) 


—  2aC0S(T-f-*^) 
cos  (sdts 


cos  g   ,    __i     /     COI 

0'»  ""Vo  Vïï^^ 


;C(>S<T-}-a^) 
Soit  <p  une  nouvelle  variable  liée  à  a  par  la  relation 

(i)  sin  {{p  4^  <t)  ==  a  sin  ç  ; 


on  aura  en  faisant  pour  abréger  A  =:  yl —  a^  sin  ^<p , 

(2)  cos(cp-j-(T)  =  A, 

et,  de  ces  deux  équations,  on  en  déduira  par  la  différentiation 

cf<y  =  -^  (a  cos  <p  —  A). 

On  a  d'ailleurs 

cos  (T  =  cos  ((T  +  flp  —  cp)  =  A  cos  <p  +  *  ^^^  *?» 
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en  sorte  que 

8'  =  i  —  2a  cos  (T  +  a*  =  i  —  2a  A  cos  <p  — 2a*  sin^ip  -j-  a* 
=  1  —  2a  A  cos  ç  +  2  a*  cos  *<p  —  a*. 

Mettant  cette  dernière  expression  sous  la  forme. 

1  — 2a  Acos  flp  +  oc*  cos  ^<f  4"  a*  cos  *<p  +  A*  —  A*  — a*, 

on  en  conclut 

e'=l  — a*4-a*C0S*(p  — A*+(aC08(p  — A)* 

=  1  —  a*sin*(p  —  A*  4-(*C08  <p  —  A)*^ 

c'est-à-dire  d'après  la  valeur  de  A 

(3)  V^e'  =  a  cos  <p  —  A. 

Ainsi  on  a 

—j==dfî  =-^asin*<p-|-  cos(pefflp  =-^^ '  +  cos(pcf<p. 

Gomme  les  limites  de  la  nouvelle  variable  «p  sont  (es  mômes  ^ 
d'après  l'équation  [!)»  que  celles  de  (t,  on  peut  intégrer  les 
valeurs  précédentes  depuis  (p  =0  jusqu'à  ^=ir;  et  en  remar- 
quant qu'entre  ces  limites  l'intégrale  Tcoscpef^  est  nulle,  on 
obtient  pour  les  expressions  de  b^^^  et  de  l^^^ 


'K   J      V^  — a*sin«cp 
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Désignons  maintenant  par  F  (a)  et  E  (a)  les  transcendantes 
ou  fonctions  elliptiques  complètes  de  première  et  de  seconde 
espèce,  qui  répondent  à  l'amplitude  <p  et  au  module  a.  On  a, 
d'après  les  définitions  de  Legendre  {Traité  des  fonctions  ellip- 
tiques ^  tome  I), 

2P(a)  = 


2E(«)=     I      rf^Vt-x»sin»^. 


On  a  donc 


ô('^  =  ;|[P(«)-E(«)]. 

Cette  méthode  de  déterminer  les  deux  premiers  coefficients 
du  développement  de  0î  est  surtout  avantageuse,  lorsque  a 
est  très  peu  différent  de  Tunité,  car,  alors,  la  méthode  des 
séries  fournit  pour  ces  quantités  des  valeurs  peu  exactes. 
Pour  toutes  les  valeurs  de  a,  il  existe  d'ailleurs  des  tables  à 
j'aide  desquelles  on  peut  parvenir  très  rapidement  aux  valeurs 
numériques  des  transcendantes  P(a)  et  E  (a).  Ces  tables,  cons- 
truites par  Legendre,  ont  été  publiées  dans  le  tome  II  de  son 
Traité  des  fonctions  elliptiques. 
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m.  —  Expressions  des  coefficients  du  développement  de  la 

FONCTION  R  AU  MOYEN  D'INTÉGRALES    DEFINIES   DOUBLES. 


Lorsqu'on  substitue  dans  R  à  la  place  des  variables  r,  r', 
I?  et  v' leurs  valeurs  déduites  du  mouvement  elliptique,  cette 
quantité,  comme  nous  Tavons  vu  au  chapitre  I,  se  change  en 
une  fonction  périodique  des  longitudes  moyennes  l  ei  t  ;  et 
l'on  sait  qu'une  telle  fonction  peut  toujours  se  développer  en 
une  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  l  et  de  T.  En 
désignant  par  i  et  i  deux  nombres  entiers  qui  peuvent  avoir 
toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives,  y  compris  zéro,  et 
par  M//  et  N//  des  coefficients  indépendants  de  /  et  de  l\  on 
aura  donc 

R  =  2  Mu  cos  {il  -  ir)  -f.  2  N//  sin  [il—  lY). 

Par  une  extension  de  l'analyse  précédente,  les  coefficients 
de  cette  série  pourront  encore  s'exprimer  sous  forme  finie, 
mais  par  des  intégrales  définies  doubles.  En  effet,  si  l'on 
multiplie  successivement  les  deux  membres  de  cette^quaiion 
par  cos  {il  —  i7)  dl  df  et  sin  {il  —  iT)  dldH^  puis  qu'on  les 
intègre  entre  les  limites  o  et  2  tu,  pour  chacune  des  variables 
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il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'on  aura  {a) 

f         /      ^to^{il  —  it)dldl\ 
6       «>^o 

/       R  sin  (i7  —  Ht)  dldl\ 


Relativement  au  terme  du  développement  de  R  qui  répond 
au  cas  où  Ton  a  à  la  fois-  »  =  o,  t'zz:  o,  terme  que  nous  repré- 
sentons par  Rq,  il  est  évidemment  égal  à 


(a)  Car  /  et/  étant  des  nombres  entiers  différents  de  i  et  de  i\  on  a 

/      C08  07-/0  coa{U^i'l')dldl'  =  o, 

•  • 

/ait    pin 
J      ces  07-//')  sln(U-t'r)didr  =  o, 

•  • 

J     8ia  j(/-/r)  co8(t/-i'o  di  dr=o. 

•  • 

/aw    r.aic 
/       sin  (;*— /n  slu(»i-  t'O  rf/dr= G. 


Dans    le  cas  particulier  dej  z=  %  et  /=  i',  la  seconde  de  ces  formule! 
sabslste,  mais  la  première  et  la  qaatriôme  deviennent 


^2iC     /•Sic 


/Z1C       /«ITC 

/2ic    /«aie 
J      sin«(t7-iT)d/rfr=2««, 


pourvu  que  i  et  t*  ne  soient  pas  tous  deux  égaux  à  zéro. 

JbJBTaONOMiB  raéoBiOtB  f4 
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Si  l'on  développe  Vexpression  précédente  de  R,  et  qu*on  pose 
/      R  cos  a  C08  i'/'d/df , 

0  0 

/Î1C     x»aiï 
/      Rsint7siniYei/c?r, 

0  0 

/aie     /»«w 
/      Rsint/cost'rrf/rf/', 

0  0 

(D  =  ^   1         I       Rcos  i7sîniT  d/rf/ , 


les  intégrations  étant  efiectuées  par  rapport  à  chacune  de» 
deux  variables  /et  t,  entre  les  mêmes  limites  que  ci-dessus^ 
on  pourra  lui  donner  la  forme 

U  =  (X  +  tib)  cos  [il  —  l'O  +  (e  —  CD)  sin  [il  —  i'f). 

On  peut  encore  concevoir  la  fonction  R  développée  en  une 
suite  de  termes  de  la  forme 

R  =  Hy  cos  [i[r  ^r)^Jl^  Aj]. 

Alors  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équatioD 
par  cos  [{J  —  t)Z  —  l]dl,  puis  intégrant  entre  les  limites- 
/  =  o  et  /  =  ir,  on  aura 

/  Rco8[c;--«-)/-nd^=-H,  2u-T)-i  ^'»(*'^-^>)- 
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Si  Ton  multiplie  ensuite  les  deux  membres  de  cette  der- 
nière équation  par  sin  {W — A^)(fr,  puis  qu*on  l'intègre  entre 
les  mêmes  limite?  que  ci^dessus,  on  obtiendra  pour  Texpres- 
sion  analytique  du  coefficient  H^ 

H^:=iz:^iî^  /  8in(fr-A^)e/r  /  Rcos[(y— i^-q^^. 

0  0 

Dans  le  cas  particulier  de  y  =30,  on  a 


H„=_{!i±i}   /    sin  (tT-Ao)rfr  /    Rco8(.-l-l) 


IdL 
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LIVRE     IV 

PERTURBATIONS  DU  PREMIER  ORORE  PAR  RAPPORT  AUX  MASSSES. 
—  THÉORIE  DBS  INÉGALITÉS  SÉGUL VIRES  ET  PÉRIODIQUES 


CHAPITRE  I 
Théorie  des  iiiég^alités  séculaires 


I.  —  DiSTINGTION  DES  TERMES  PÉRIODIQUES   ET  SÉCULAIRES   — 
LEUR  ORIGINE 

Quelque  soit  le  degré  d'approximation  auquel  on  s*arrète 
dans  le  développement  de  la  fonction  R,  on  a  toujours  à 
considérer  deux  espèces  différentes  de  termes  ;  les  uns  tels 
que 

cos  ^  '      ' 

où  le  temps  i  n'entre  qu'introduit  par  les  valeurs  des  longi- 
tudes moyennes  Z  =  n^-|-  s,  T  =n7  +  ^  sous  les  signes 
sinus  ou  cosinus,  et  les  autres  tels  que 

C06 

OÙ  le  temps  t  y  est  contenu  explicitement.  Les  premiers 
reprennent  les  mêmes  valeurs  après  de  courts  intervalles  de 
temps,  et  donnent  naissances  aux  inégalités  périodiques  ;  les 
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seconds  oroisf^ent  lentement  avec  t  et  produisent  les  inégalités 
séculaires.  Ces  deux  sortes  d'inégalités  sont  bien  périodiques 
Tune  et  l'autre,  mais  les  périodes  des  premières  sont  incom- 
parablement plus  courtes  que  celles  des  secondes.  Au  reste, 
il  existe  une  distinction  bien  marquée  entre  ces  deux  genres 
d'inégalités  :  les  inégalités  de  la  première  espèce  dépendent 
de  la  position  relative  des  planètes  dans  leurs  orbites,  et  se 
rétablissent  toutes  les  fois  que  ces  positions  redeviennent  les 
mêmes  ;  celles  de  la  seconde  espèce,  au  contraire,  sont  indé- 
pendantes de  ces  positions  et  croissent  avec  une  extrême 
lenteur.  Ces  dernières  affectent  particulièrement  les  élé- 
ments du  mouvement  elliptique ,  mais  elles  laissent  inva- 
riables les  grands  axes,  et  par  suite  aussi  les  moyens  mouve- 
ments qui  s'en  déduisent  par  la  troisième  loi  de  Kepler. 
Laplace,  qui,  le  premier,  a  reconnu  cette  importante  propriété 
de  Tinvariabilité  des  grands  axes,  l'a  démontrée  en  portant 
Tapproximation  jusqu'aux  troisièmes  puissances  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  Depuis,  les  géomètres  l'ont  étendue 
au  carré  et  aux  produits  des  forces  perturbatrices,  ainsi 
qu'à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. 

,  1 

Il  est  aisé   de  démontrer  que  la  partie  m  -  de  l'expre&sion 

de  R  est  la  seule  qui  puisse  donner  naissance  aux  termes  de 
la  seconde  espèce,  lorsqu'on  borne  les  approximations  à  la 
première  puissance  des  forces  perturbatrices.  En  effet  si,  en 
ne  considérant  que  les  actions  mutuelles  de  deux  planètes  m 
et  m',  on  pose 


R  =  m'(i-^^  +  ?^'  +  f^y 
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•et  qu*à  la  place  des  coordonnées  x'  y'  z'  de  la  planète  trou- 
blée, on  subsiitae  les  valeurs  de  ces  variables,  déduites  des 
équations  du  mouvenaent  elliptique  [ou  des  équations  (C), 
page  (44),  accentuées  et  dans  lesquelles  on  a  fait  R  =  o],  on 

aura 

R=  m'  (-  +  xd:^x'^yd}^^zd^z\ 

^t,  sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que  la  seconde 
partie  de  R  ne  J)eut  contenir  aucuà  'terme  non  périodique  ou 
séculaire.  Car  les  coordonnées  Xy  y,  x,  ne  contenant  que  des 
termes  périodiques  dépejidants  de  nt  et  de  ses  multiples,  et 
^'  y'  z'  ne  renfermant  que  des  termes  semblables  dépendants 
de  nV,  il  est  impossible  que  les  moyens  mouve  ments  nt  et 

nt  disparaissent  dans  les  produits,  tels  qu^^TTST'y"^*'^  wïâ' 

et,  par  suite,  que  leur  somme  renferme  des  termes  autres  que 
•ceux  périodiques.  Lrs  termes  de  la  seconde  espèce  ne  pourront 

donc  provenir  que  de  la  partie  non  périodique  de  tn  -  dans 

Vexpression  de  R,  partie  qui  est  la  même  pour  la  planète 
attirée  et  pour  la  planète  attirante. 


II.  —  EXPHESSIOM  DE  LÀ  PARTIE  NON  PÉRIODIQUE  DE  R 


Appelons  %  cette  partie  constante  qui  est  indépendante 
des  anomalies  moyennes  n't  et  ni^  ou  qui  ne  renferme  pas  le 
temps  d*une  manière  explicite.  11  résulte  de  ce  qu'on  a  vu  au 
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chapitre  I  du  livre  III,  que  l'on  aura,  aux  quantités  près  du 
quatrième  ordre  (a), 


avec 


«  =  2^A{Î|  +û»A[OÎ,    tl'=  A(<)-aA(Ji-|aUfiJ. 


Pour  développer  cette  expression  de  B  en  la  forme  où  elle 
«st  habituellement  employée  dans  le  calcul  des  inégalités 
séculaires,  nous  rapporterons  le  mouvement  de  m  à  un  plan 
lixe  très  peu  incliné  sur  le  plan  de  son  orbite,  et  nous  nom- 
merons : 

(f  et  <p'  les  inclinaisons  des  orbites  de  m  et  de  m'  sur  le  plan 
fixe; 

6  et  b'  les  longitudes  de  leurs  nœuds  ascendants  sur  le  même 
plan; 

7  la  tangente  de  Tinclinaison  mutuelle  des  deux  orbites  ; 

T  la  longitude  du  nœud  de  la  première  de  ces  orbites  sur 
la  seconde. 
Les  tangentes  des   latitudes  de  m  et  de  m'  qui  répondent  à 


(a)  Celte  partie  ezplicilement  indépendanle  du  temps  est  fournie  ptr 
Tensemble  des  termes  nou  périodiques  qui  résultent  de  la  supposltioa 
»*  a  o,  i  =*  o  dans  Texpression  générale  du  développement  de  R;  et 
comme  i'  —  t  a  o,  on  voit  que  les  termes  dont  nous  parlons  seront  tous 
<1 'ordre  pair  à  partir  de  Tordre  zér*o.  Ces  termes  seront  donc,  d'abord  ceux 
qui  proviennent  de  la  partie  indépendante  des  excenirieités  et  des  incli- 
naisons, et  ensuite  ceux  des  ordres  deux^  quaire,  six,  etc.,  qui  ont  mêmes 
•arguments  que  les  termes  de  l'ordre  séro. 
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une  même  longitude  v  seront  alors 

tang  (f  sin  {v  —  6),    tang  ç  sin  {v  —  6'), 

et  Ton  aura,  pour  l'expression    de  la  latitude   correspon- 
dante à  la  même  longitude  v  comptée  sur  la  seconde  orbite, 

Y  sîn  [v  —  t). 

Maintenant,  si  Ton  suppose  que  les  inclinaisons  (p  et  f 
soient  très  petites,  ainsi  que  y,  il  est  clair  que  Ton  pourra 
regarder  les  tangentes  des  latitudes  comme  égales  à  très  peu 
près  aux  latitudes  elles-mêmes,  et  qu'il  sera  permis  de  con- 
fondre le  cercle  de  latitude  correspondant  à  la  longitude  v 
comptée  sur  le  plan  fixe,  avec  le  cercle  de  latitude  corres- 
pondant à  la  même  longitude  comptée  sur  Torbite  de  m  ou 
de  m'.  Ainsi  la  latitude  y  sin  {v  —  t)  sera  à  très  peu  près 
égale  à  la  dilTérence  des  deux  autres  latitudes,  et  Ton  aura 

Y  sin  (t?  —  t)  =  tang  cp  sin  [v  —  6)  —  tang  <p'  sin  {v  —  6'). 

En  égalant  séparément  les  coefficients  de  sin  v  et  de  cos  v 
dans  cette  équation,  et  posant  pour  simplifier 

tang  cp  sin  6  =  p,    tang  cp'  sin  6'  =  p\ 
tang  9  cos  6  =  q^     tang  cp  cos  6'  =  q\ 

on  aura  donc 

Y  sin  T  =  p'—Pi    Y  cos  T  =  g'  —  q 
d'où 

Ainsi,  lorsque <p,  ç',  y,  et  par  suile  aussi;},  ç,  p\  q'  sont. 
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comme  nous  Savons  supposé,  de  très  petites  quantités,  la 
fonction  (p'  —  p)^  +  {q'  —  q)^  exprime  le  carré  de  Tinclinai- 
8on  mutuelle  y  des  orbites  de  m  et  de  m\ 

Il  suit  de  laque  Ton  peut  mettre   l'expression  précédente 
de  11  sous  la  forme 


Z  o 

+  ^^e'1«'cos(a>'— o))--Ç'aa'B^<^fp'— p)«4-(^'— ç)«]. 


Les  fonctions  Hl  et»^'  qui  entrent  dans  cette  valeur  de  V, 
prennent  une  forme  remarquable,  lorsqu'on  les  exprime  au 
moyen  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par  b^^^  et  ¥*K 

On  a,  d*après  ce  qu'on  a  vu  au  paragraphe  iv  du  chapitre  II, 
page  200, 

Alîî=^iîftiîî,  AiSÎ=±ô(o{, 

on  a  par  suite 

(a); 


«-i(*'"-**»î-|***''»0" 


On  a  d'ailleurs 


*lîi=i~i(«***"-*'").  *!î)=;;(ïz:^)i(3*'-*)*lîi+«*"'i- 
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D'autre  part,  on  déduit  delaformule(iO)du  chapitre  II,  en  y 

1 

faisant  t=o  et  fjL=— -r?  et  désignant  par  b<'^ce  que  devient  ô''> 

dans  ce  cas  particulier 

et  de  là  il  est  aisé  de  conclure 

6'"=-T-^,  l2«b""+3(l  +  a»)H')|. 
{l — a.'}' 

Substituant  ces  valeurs  dans  celles  (a),  on  a  donc 

3  a»  b(" 


rt'W'  = 


^j-^j3a(l-f..V<.+|...-|. 


Quant  aux  quantités  b^^\  b^*^  dont  les  développements  en 
séries  sont  plus  convergents  que  ceux  de  b^^\  b^^\  on  a  pour 
les  déterminer 

"«=^j'+(D'-+(o)'-+(ltH)"«'+-. 

\         2.4  4.2.4.6        4.6  •'2.4  6. 8  '• 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  {a,a\  ,  (a,a'), ,  (a,a')j...  ce 
que  deviennent  les  coefficients  3t<®^    5t<*^  5tf*\..  du  chap.  If, 

lorsqu'on  y  fait  fjL  =  —  5»  c'est-à-dire  si  Ton  pose 

(a^— 2«a  cos<ï4-a'«)2=  2^  («.a%co8iŒ, 
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(fl,a')o  =  |  «'«•"",      {a,a\  =  a't^*K 


et  par  suite 


3aa'iaa'), 
"~       (a'«— a»)» 


C'est  sous  cette  forme  que  les  fonctions  tl  et  Hl'  sont  ordi- 
nairement  employées  dans  la  théorie  des  inégalités  sécu- 
laires. 

On  peut  évidemment  exprimer  de  la  même  manière  que  H 
«t  H',  la  fonction  B<^)  qui  multiplie,  dans  le  développement 
de  V,  rinclinaison  mutuelle  des  orbites^ 

On  a,  en  effet,  par  la  seconde  des  formules  de  la  page  200 


a»o'B("  =  ««c(", 

et  comme 

c«'  =  - 

3kW 

il  en 

résulte 

a«a'B(«)  -. 

3a»fc(" 

-       (1-aV' 

ainsi 

«a'B<"estéga]àW;« 

3n  a  donc 

BW  = 

.    3(a,a), 
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III.  —  Variations  séculaires  des  éléments  des  orbites 

PLANÉTAIRES 


Les  variations  séculaires  des  éléments  de  Torbite  elliptique 
sont  données  par  les  formules  (A.)  et  (G),  pages  141  et  147,  dans 
lesquelles  on  doit  remplacer  R  par  la  partie  non  périodique 
de  son  développement,  c'est-à-dire  par 

(1)     «=^'a'«»)+|^11  j(c«+0-b'-P)*+(9'-9)«]  j 
-^  —  eeW  cos (o)  —  Cl)). 

Or,  si  Ton  remarque  que  la  diiïérentielle  de  cette  fonction 
prise  par  rapport  à  nt  est  nulle,  puisque  cette  fonction  ne 
renferme  pas  cet  angle,  et  que  de  plus 

f/H  _^  dlà 
de        ndt 

on  voit  que  Ton  aura  pour  exprimer  les  variations  dont  nous 
parlons 

da  =z  0, 


(2) 


de 

dt  - 

an\/T 
è 

—  c> 

cm 

dtù 

> 

dixt 
dt 

= 

e 

— e» 

du 
de' 

dp 

dt  ~ 

an 

dq 

la 

— V 

dt 

/1- 

.^») 

an 

dn 

• 

dt_ 

anVl  — 

dt 


de 


da 
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La  première  de  ces  équations  montre  déjà  que  les  grands 
axes  des  orbitef^  et,  par  suite,  aussi  les  moyens  mouvements, 
sont  invariables  lorsqu'on  fait  abstraction  des  inégalités 
périodiques.  Mais  comme  les  développements  qui  précèdent 
sont  bornés  à  la  première  puissance  des  masses  et  aux  termes 
du  second  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons, nous  reviendrons  bientôt  sur  ce  principe  pour 
rétendre  au  carré  et  aux  produits  des  forces  perturbatrices, 
ainsi  qu*à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  détermination  de  de,  rfo),  dp 
et  dg.  On  a  en  différentiant  Texpression  précédente  de  V  par 
rapport  ènû,  e^  p  et  q 

—  =  —  eeW  sm  (w  —  w)  , 


di 
dtà 


2 
m' 


m 


^  =  — eH-f-Ye1l'co8(<o  -<o). 


On  a,  par  suite,  en  négligeant  le  carré  de  l'excentricité,  ce 
qui  réduit  Vl— -«*  à  1, 

^    de  ,       1     , 

^  ==r  —  nina  -  H'e'  sin  (cd' —  w)  , 


(^) 


di 


-yr  =  mna  \-r^   4-  s  ^  ~  cos  (ta  —  co)  >  > 
dt  4        '    2      e         ^  M 


dp 

dt  "" 

iî. 

dt 


m 


'na^ia{q  —  q'), 


m'nar:  m  (p  —  p"), 
4 
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Les  deux  dernières  formules  peuvent  être  exprimées  en 
fonction  de  ô  et  cp,  quantités  qu'elles  ne  renferment  qu'impli- 
citement sous  la  forme  précédente.  En  effet,  on  a 

p  =  tang  (p  sin  6,  g  =  tang  <p  cos  d, 

d'où 


tangcp  =  v^p«-fg»,        tange 


?, 


équations  qui  étant  différentiées  donnent,  en  s'arrétant  à  la 

première  puissance  de  <p. 

rfflp  =  sin  ôrfp  +  cos  ^dq, 

,.       cosôrfp  —  sinôig 

a6  = -. • 

tang  9 

Mettant  dans  ces  formules  à  la  place  de  dp  et  de  dq  leurs 
valeurs  ci-dessus  ;  remplaçant  ensuite  dans  les  équations  ré  - 
sultantes  p  et  g  par  les  relations  [a)  et  p\  q'  par  les  relations 
analogues,  on  obtient 

^  =  m!na  j  H  tdng(p'  sin  (6  —  6'), 


dt 

rf6 
dl 


=  -«wjl«-!.^co,(.-.)j. 


Ainsi,  nous  avons  pour  déterminer  les  variations  séculaires 
des  éléments  e,  co,  cp  et  6  de  Torbite  de  m,  causées  par  Taction 
du  corps  tn 


(A) 


==  —  m'na  x  m  e  sin  (w'  —  u)), 


I    £Ë  — 

^  =  m'na  j  î  11+ 1  r  j  C08(a>' ^  «)  |, 
dl  (  4         z      e        ^  ) 

-^  =  m'an  -r  tH  tang  (p'  sin  (6  —  6') , 

u^  4 


rf6 

--  =  —  mna 

dl 
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•  L'action  des  aulreà  planètes  m'^^  m",,,  ne  ferait  qu'introduire 
des  termes  semblables  aux  précédents,  qui  s'ajouteraient  avec 
eux,  et  que  Ton  obtiendrait  en  remplaçant  successivement  a 
et  m*  par  ci'  et  m"\  oC'*  et  rri"  etc.  En  changeant  ensuite  dans 
les  équations  résultantes  ce  qui  est  relatif  à  m  dans  ce  qui 
est  relatif  à  m',  w'',  w'",   et  réciproquement,    on  aurait  les 

valeurs  de  — >  "^••*  "^'^  "37""  ^"^  se  rapportent  à  m ,  m  etc. 

Il  nous  resteàobtenir  la  variation  séculaire  de  la  longitude 

de  l'époque  ou  la  valeur  de  ^'  Or,  si  l'on  pose 


V  =  (^TZ:^  l.^^'(^'^')  +  3a«'  («,«01  I  ,  ' 
^^  =  ~8(a-«~a«)3  li2a>a'M«,a')-3(3a3a'-.aa'3)(a,a')W, 

+  3(a*  +  6  û>a'>  —  5a'^)  (a.  û')<  1. 
^^  =  4(a-«  !- a»)3  ' ^^'^^'  (^- ^0  - 3  a'  a' {a,  a\  }  . 

et  qu'on  néglige  les  puissances  de  e  supérieures  à  la  seconde  (a), 
ce  qui  réduit  la  dernière  des  formules  (2)  à 


dt      2         6?^  da 


il  n*est  pas  difficile  de  voir  que  Ton  au ra 
(B)      ^= m  an  1 V+V^  c«  +Wô6'cos  (w'— w) 
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Celte  formule  convient  au  cas  de  m  troublé  par  m'.  L'action 
des  autres  planètes  w!\  m"\,,  ne  ferait  qu'ajouter  à  son 
second  membre  des  termes  semblables,  que  Ton  déduirait  des 
premiers  en  accentuant  convenablement   les   lettres   qui  y 

entrent.  On   obtiendrait  ensuite  --tt>  -i-'  etc.   en  changeant 

successivement,  dans  l'équation  résultante,  ce  qui  est  relatif 
à  m  dans  ce  qui  est  relatif  à  m\  m",..,  et  réciproquement. 


IV.  —  Invariabilité  de  la  fonction  H 


La  propriété  importante  qui  caractérise  la  fonction  V,  est 
que  cette  fonction  doit  demeurer  constante,  quelques  varia- 
tions que  viennent  à  subir,  dans  la  suite  des  siècles,  les  quan- 
tités e,  (0,  <p  et  0  dont  elle  dépend. 

Reprenons  l'expression  (i)  du  paragraphe  III,  dans  laquelle 
nous  avons  déjà  introduit- au  lieu  des  variables  cp  et  0,  d'autres 


(a)  Si  dans  l'expression  ci -dessus  de    -r-   l'on  n'avait  eu  égard   qu^aus 

termes  du  premier  ordre  par  rapport  à  e  et  à  7,  comme  nous  l'avons  fait 
dans  le  calcul  des  autres  éléments,  on  n'aurait  obtenu  par  i'inlégratioa 
qu'un  terme  proportionnel  au  temps,  du  premier  ordre  par  ropport  à  m\ 
et  qui,  s^ajoutant  à  nt  dans  l'eipression  de  la  longitude  moyenne  ni  -f  e, 
ii*aurait  fait  que  modiflur  cet  élément  nt.  Comme  les  termes  de  cette  espèce 
sont  toujours  très  petits,  insensibles  môme,  on  doit  en  conclure  que  la 
-variation  séculaire  de  la  longitude  e  de  l'époque  ne  peut  provenir  que  des 
termes  dépendants  des  secondes  puissances  des  ex'*eutricilé8  et  des  incii» 
naisons,  et  c'est  pour  cette  raison  que  nous  les  avons  conservés  dans  la 

valeur  de  -y* 
ai 
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variables  p  et  q  liées  aux  premières  par  les  relations 

p  z=z  tang  (p  sin  ô  ,  ^  =  tang  f  cos  6, 

et  posons  en  outre 

?i  =1  e  sin  o),  î  =z  e  cos  w. 

Si  l'on  remarque  que 

ee'  cos  (lo'  —  0))  =  AA'  +  //', 


on  aura 


avec 


«  =  |[A'<"+5+^]' 


Le  signe  2\  s'étend  dans  ces  formules  à  toutes  les  planètes 

«i,  w',  w^.,  prises  deux  à  deux,  et  îl,  U'  sont  des  fonctions 
des  demi-grands  axes  a,  a\,.  dont  nous  avons  donné  les 
expressions  au  paragraphe  qui  précède. 

Ainsi  la  fonction  B  se  décompose  en  deux  fonctions  distinctes 
et  symétriques  des  éléments  A,  l,  p,  q,  h\  l\p\  q\  etc.,  et 
chacune  de  ces  fonctions  ne  contient  pas  le  temps  d*une  ma- 
nière explicite.  Or,  si  Ton  substitue  la  valeur  de  la  première 
fonction  §  à  la  place  de  H  dans  les  équations  (2)  du  para- 
graphe I,  et  qu*on  néglige  les  termes  d*un  ordre  supérieur  au 

▲STaOMOMIB  THÉORIQUE.  15 
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premier  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  ah 

1  i 

aura,  en  mellant  -j  au  lieu  de  n,  — 3  au  lieu  de  n'  etc. 


dt  "~  mVâ  dl  '         cU^       niSjâ  dh' 
dK  _     1      dfi         d£_ i_^ 


On  aurait  des  expressions  semblables  pour  déterminer 
p,  q,  p'  q  etc.,  mais  dans  lesquelles  la  fonction  §  serait  rem- 
placée par  celle  ^  et  les  variables  A,  /,...  par  celles  p,  q  etc. 

De  toutes  ces  équations  prises  deux  à  deux,  on  tire 

^dh^^dl  =  o,       ^dh'+^de  =  o    etc. 

dh         '    dl  ah  '    dC 

^dp+^dq  =  o,         ^,dp'Jf-^,dq'=o    etc. 
d'où 

et  comme  5  ^^  ?.  sont  des  fonctions  des  éléments  a,  A,  Z...  a, 
p,  q,.,  indépendantes  de^et  que,  d'ailleurs,  les  grands  axes  a, 
a'...,  ne  sont  assujettis  à  aucune  inégalité  séculaire,  on  en 
conclut  Cl?  (5  +  ^)  =  0  et  par  suite  54^^=  constante* 
Ainsi  la  fonction  B  conserve  une  valeur  constante. 

Cette  propriété  de  la  fonction  H   subsiste  encore   pour  des 
puissances  de  e  et  de  9  supérieures  à  la  seconde  ;  car  si  Toa 


Digitized  by 


Google 


DES  INÉGALITÉS  SÉCULAIRES  2S7 

forme  la  différentielle  totale  de  H  par  rapport  aux. éléments 
e^  «o,  9  et  0,  savoir  : 

et  que,  dans  cette  différentielle,  on  substitue  ^omv  de ^diù^df^  etefO 
leurs  valeurs  déduites  des  équations  (À)  de  la  page  141,  on 
trouvera  un  résultat  identiquement  nul.  D*où  il  suit  queTinva- 
riabilité  de  la  fonction  H  subsiste  encore*  lorsqu'on  a  égard  à 
toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et 
qu'ainsi  la  propriété  dont  jouit  cette  fonction,  relativement 
aux  variations  séculaires,  est  générale. 


Valeurs  de  de^  dtùy  d^,  dB„.  ordonnées  suivant  les 

PUISSANCES  DU  TEMPS.  —  VARIATIONS  ANNUELLES 


Les  formules  (A)  et  celles  analogues  relatives  aux  différents 
corps  du  système,  ne  donnent  les  variations  finies  de  e,  «o, 
^,  0..«  que  pour  un  temps  infiniment  court;  car  ce  n'est  que 
pour  cet  intervalle  de  temps  qu'on  peut  regarder  comme 
rigoureusement  constants,  les  éléments  e,  e\..  a>,  a>'...  9,9'... 
^,6'.-.  qui  y  entrent.  On  peut  cependant,  avec  une  approxi- 
mation suffisante  pour  un  très  long  espace  de  temps,  intégrer 
les  équations  (A),  en  donnant  à  e,  e\..  o),  a)'...  les  valeurs  qui 
se  rapportent  à  Tépoque  choisie  pour  origine,  ce  qui  revient 
à  multiplier  par  t  les  équations  dont  il  s'agit.  Cette  appro- 
ximation peut  d'ailleurs  être  poussée  aussi  loin  qu'on  le  dé- 
sire, en  réduisant  en  séries  ordonnées  par  rapport  à  f,  les 
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valeurs  de  -r?  -r:"*  Ainsi,  /désignant  le  nombre  d'années 
at     au 

écoulées  depuis  i*époque  donnée,  on  aura  pour  exprimer  les 

variations  de  &,  (i>«.. 

rf^"*"  1.2  rf^-*"*"  1.2.3  rf^ +■  *•• 
cf/^"i.2  dC^  "+"1.2.3  rf/3"^*- 


etc. 


séries  qui  conviendront  également  aux  années  qui  précèdent 
l'époque  choisie  pour  origine,  si  Ton  a  soin  d'y  faire  t 
négatif. 

Pour  t  =  100,  les  seconds  membres  ne  donnent  que  des 
centièmes  de  seconde  et  les  suivants  sont  nuls.  On  peut  donc, 
relativement  aux  planètes,  s*en  tenir  aux  deux  premiers 
termes  de  la  série  précédente  pour  déterminer,  pendant  la  du- 
rée d*un  grand  nombre  de  siècles,  les  variations  séculaires  des 

éléments  planétaires.  Quant  aux  premiers  termes  ^  ;7t,  t  -r-"- 

'  qui  ne  donnent  que  quelques  secondes,  on  peut  s'en  servir 
pour  calculer,  avec  une  exactitude  suffisante,  pendant  la 
durée  d'un  ou  de  deux  siècles,  les  inégalités   séculaires  des 

•mêmes  éléments. 

Les  variations  annuelles,  répondent  au  cas  de  ^=  1,  et  sont 
représentées,  dans  l'expression  générale  du  développement 
de  R,  par  le  terme 

«.  cos  ^ 
sm 

Gomme  ces  variations  sont  toujours  très  petites,  on  peut 
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les  supposer  égales  au  rapport  des  différentielles  de,  dt\  rfw,. 
dt^  e(^-,  c'est-à-dire  que  ces  variations  sont  représentées  par 
les  termes 


de      dtù     da 


de      dtù      a®      aô 

Ht'   Tt'   dt'    rfi'***^' 


Y.  —  Relations  qui  existent  entre  les  fonctions  111,111'  et 

LEURS  analogues 


Les  quantités  n.H' et  leurs  analogues  sont  liées  entre  elles  par 
des  équations  de  condition  quUl  est  très  important  de  connaître. 
Ces  équations  peuvent  servir,  en  effet,  à  les  déterminer  Tune 
par  l'autre  ou  à  en  vérifier  les  valeurs,  quand  on  les  a  cal- 
culées séparément,  ce  qui  est  un  avantage  bien  précieux  dans 
les  applications  numériques. 

Posons  pour  simplifier 

vy\v*A)  ;2i:  mncL  -  H  z=  — ^ — - — ^^  j 


et  représentons  par  tD^*-®^  ce  que  devient  XD^^'^^  lorsqu'on  y 
change  m',  n,  a  en  m,  n',  a^  ,  et  réciproquement.  On  aura 

et  par  la  comparaison  de  ces  deux  valeurs,  on  en  déduira  en 
remarquant  que  (a,  a')|  =  {a\  a\, 
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Mais 

on  a  donc 

On  aurait  semblablement 


en  convenant  de  représenter  par  t)^®*^,  XD^^'^K..  ce  que  devient 
p^^'*\  lorsqu'on  y  change  successivement  a'  et  m  en  c^  et  m'; 
ûT  et  m''';  et  par  t)t<  •<>\tD(^  -^^tD^^  •»)...  ,t)<»'^>,tDt>-«î,t!)(«-»>.. .  ce  que 
deviennent  XD^^'*)^XD^<^'^)^X)^^*^)... ,  lorsqu'on  y  change  successive- 
ment ce  quiestrelatifàmdansce  qui  e8trelatifàm',«i*',»n'''.,., 
et  réciproquement. 

Relativement  aux  fonctions  W,  on  aurait  pareillement,  en 
posant 

et  employant  les  mêmes  notations  que  ci-dessus, 


De  là  et  de  ce  qui  précède,  on  conclut 

^(0.2)  ^'(2.0)  —  >Q(«-0)  t)'(<>-^' , 
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YI.  —  Variations  des  inclinaisons  et  des  nceuds  des  orbites 

PLANÉTAIRES  PAR  RAPPORT  A  L'oRBITE  MOBILE  DE  LA  TERRE 

Au  lieu  de  rapporter  la  position  des  orbites  planétaires  à  un 
plan  fixe,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  les  astronomes  ont 
cfoutume  de  rapporter  cette  position  au  plan  même  de  l'orbite 
de  la  Terre;  c'est  en  effet  du  plan  de  celte  orbite  que  nous  ob- 
servons les  mouvements  célestes.  Afin  de  pouvoir  comparer  la 
théorie  aux  observations,  il  est  donc  nécessaire  de  connaître 
les  variations  séculaires  des  nœuds  et  des  inclinaisons  relati* 
vement  à  l'écliptique. 

Or,  si  Ton  suppose  que  m  représente  la  Terre,  et  qu'on  désigne 
par  ^  et  0  Tinclinaison  et  la  longitude  |du  nœud  de  l'orbite 
de  m'  sur  l'orbite  de  m  ou  de  l'écliptique,  il  résulte  de  ce  qui  a 
été  dit  au  $  H,  que  l'on  aura 


tang  «ï»  =  V  (P'  — P)'  +  W  —  qY  . 

tang  0  =  ^7 — ^• 
q  —q 

Si  Ton  prend  pour  plan  fixe  celui  de  l'écliptique  à  une  époque 
donnée,  il  est  clair  que  pour  cette   époque  p  =  o,  ç  =  o  ;   a 

valeur  de  tang  6  se  réduira  à^,ou  à  tangô',et  par  la  différent 

tiation  des  valeurs  précédentes,  on  en  déduira,  en  remarquant 
que  les  différentielles  dp  et  dq  ne  sont  pas  nulles, 

rf*  =  {dp'  —  dp)  sin  6'  +  [dq'  —  dq)  cos  0' , 
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Mais  en  employant  la  notation  des  fonctions  t),  on  conclut 
des  deux  dernières  formules  {a)  de  la  page  221. 

^=z  |t)«»-<)  +  t)(»-«j  +  ...î  p  —  v^Q'^)  p'  ^  v)^<i'V  p"  ^ ..: 

■CtC 

on  a  donc 

^  =  [  t)«<-«)  —  t)^»-2>]  tang  /  sin  (6'  —  6^ 

^  [  t)(^*3)  _  tD(<^-»'  ]  tang  f'  8in  (e'  —  ô"^+  ... 
^  =  —  [XD(*-^^  +  t)t*-*J  +  t)(<;»J  +  ...]  — t)^o-<>.    ', 

j_  rt:)(i.a)  —  tD<<>-*n  *-^î^^  cos  (0'— 61 
'    •■  -■  tang  <p         ^  ' 

^  [t)(<-3)  —  t!)(o-3)]  ^^'  cos  (ô'  ~  Ô'^)  4-  ... 

On  trouverait  des  formules  semblables  pour  déterminer  les 
variations  du  nœud  et  des  inclinaisons  de  m",  m'''...  par  rapport 
à  Torbite  de  m,  et  ces   formules   seraient  toutes  exactes  aux* 
quantités  près  du  troisième  ordre. 
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CHAPITRE  II 

Inf  ésrtttion  des  équations  difTérentielles  qui  déter- 
minent les  variations  séculaires  des  éléments  des 
orbites  planétaires 


I.    —   RÉDUCTION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES   A    LA  FORME 
L-INÉAIRB-    -    •    •  •    - 

Les  formules  générales  qae  nous  avons  donnéesdans  le  cha- 
pitre précédent  pour  déterminer  les  variations  séculaires  des 
éléments  de  Torbite  elliptique,   peuvent  8*étendre,   comme 
nous    Tavons    dit,    à   plusieurs     siècles    après   pu  •  avant 
Tépoque  choisie  pour  origine,  et  suffisent  ainsi  à  tous  les 
besoins  de  l'astronomie.  Toutefois,  comme  ces  variations  sont 
susceptibles  de  croître  indéfîniment  avec  le  temps,  on  peut  se 
demander  si,  à  la  longue,  elles  ne  finiront  pas  par  devenir  con* 
sidérables  et   par  changer  entièrement  la  nature  et  la  po- 
sition ^es'orbites  des  différent-s   corps  qui  composent  notre 
système.  Cette  question  qui  intéresse  au   plus  haut  degré  nos 
connaissances  sur  la  stabilité  du  système  planétaire,  ne   peut 
être  résolue  que  par  l'intégration  des  équations  différentielles 
qui  déterminent  les  inégalités  séculaires  des  éléments  ellipti- 
ques; car  c'est  en  examinant  avec  soin  la  forme  de  leurs  inté- 
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grales  rigoureuses,  que  Ton  peut  parvenir  à  découvrir  la  loi 
des  variations  qu'elles  renferment,  c'est-à-dire  leurs  limites 
extrêmes  et  la  période  de  leurs  accroissements. 

Avant  d'entrer  dans  le  détail  de  cette  intégration,  nous  corn* 
mencerons  par  ramener  le  système  des  équations(A)  à  la  forme 
d'équations  différentielles  linéaires  du  premier  ordre  que  l'on 
ôait  intégrer. 

On  y  parvient  à  l'égard  des  expressions  qui  donnent  les  va- 
riations séculaires  des  inclinaisons  et  des  nœuds,  en  posant» 
comme  on  l'a  vu  page  216, 


p  =  tangcp  sin  6,  q  ssi  tang  <p  cos  6, 

W 

|)'=r  tang  (p'  sin  d',      q'zs  tang  <p'  cos  ô'  ; 


car  on  obtient  alors 


\     dt 


S^  ==  [t)(<  .o)^x:)« .  j)^. .  .]p'-.  t)(<  •o)p'—  tD<<  -'Jp'- 


(quations  de  forme  linéaire  et  dont  tous  les  coefGcients   sont 

constants. 

.  Pour  ramener  à  la  même  forme  les  équations  qui  détermi- 

nen  t  les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  longi- 
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tades  des  périhélies,  on  peut  poser 


A'=e'sino)', 

1  = 

e  cos  o> , 
:  e'coso)', 

OD  a  alors 

dJi        d<o,h  de 
dt~    dt'^ëdt' 

dl 
dt~' 

hdia  j.    Ide 
dt   "^edt' 

dh'         du>'      h'de' 
dt-      dt'^  e'  dt' 

de 

h'dm'  ,   rdé' 

dt  ~ 

dt     '  e'dt' 

et  comme  en  employant  la  notation  des  fonctions  t) 
de 


g  =  tD'(»-<'  e'  sin  («'  —  u))  +  O'"-»  e"  sin  (co'  —  w)  + ... 
tfa> 


*«_ç)(0.<)^O(0.ï)^..,_X3(0.1)  -C08(û)'  — û)) 


__  tD'(o.î)  1.  cos  («"  —  w)  —  .... 
^  _  o'(4.o)g  8in{<o  —  o)')  -f  tD'C-»'  c"  sin (*>'  —  o)')  +  .... 


rftt)' 


^  =  t)«-o)  +  t3«-»)  +  ...  —  t3'<«-<"  ^  008  (w  —  0)') 


0'<'-»'-,  cosU"  — m'I— .... 
c 


on  en  conclut 


dh 


(H) 


\    of^ 
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système  qui,  étant  linéaire  du  premier  ordre  et  à  coefficients 
constants,  peut  toujours  s'intégrer  par  les  méthodes  connues. 
Les  valeur  p,  g,  p',  q'  et  A,  /,  A',  T  une  fois  déterminées  par 
rintégration  dea  systèmes  (I)  et  (U)^  on.  obtiendra  celles  de 
(p,  0,  (p',  0'...  et  de  e,<«>,  ^',0)'...,  à  Taidc  des  relations  sui* 
vantes,  qui  lient  les  anciennes  variables  aux  nouvelles 


tang  (p  =  \/p«-f-g^,  tang  cp'=  Vp^-f-^'^.. 

tang  ô  =  -î  tang  û'  =  — ,-• 

î.  .  .  .      ^ 


h  ^  .       K 

tang  0)  =z  -  >  tang  o)  =  y» 


IL  •—  Intégration  du  système  relatif  aux  excentricités  et 
AUX  longitudes  des  périhélies 

L  es  équations  (I)  et  (II)  d'où  dépend,  en  dernière  ana- 
lyse, la  détermination  rigoureuse  des  variations  séculaires  des 
éléments  elliptiques,  forment  deux  systèmes  linéaires  du  pre- 
mier ordre  tout  à  fait  analogues,  quoique  distincts  Tun  de 
l'autre:  et  dans  chacun  d*eux  le  nombre  des  équations  y  est 
çlpuble  de  celui  des  orbites  que  Ton  considère.  Qu'il  s'agisse  de 
l'un  ou  de  l'autre  de  ces  systèmes,  il  est  clair  qu'on  y  satisfaira 
en  prenant  pour  les  valeurs  de  /,  A,p',  g'..,  des  expressions 
de  cette  forme  .    . 

_,  sin  ,  ,  ,     » 
cos  ^^    '     /» 

où  ^,  «  et  X  sont  des  constantes  indéterminées.-  * 
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Considérons  en  particulier  le  système  (II)  qui  se  rapporte 
aux  variables  A,  ^,  h\  T,...  et  posons 

A  =  N  sin  (^/  4"  *)  »  /  =  N  cos  (çl  -{-(».)  ^ 

■      _  h  =  N'sin  (^/  +  a) ,  ^  =  N'  cos  {gt  -f-  a) , 

r=  N''  sin  (^^+  a) ,  f  =  N'^  cos  [gt+ti). 


Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  proposées 
{IVji  il  en  résultera  les  équations  de  condition  suivantes  : 


dont  le  nombre  sera  précisément  égal  à  celui  des  constantes 
N,N',N^..  ou  à  celui  des  corps  w,  m\  m'\..  du  système. 

Soit  V  ce  nombre.  On  aura  ainsi  v  constantes  indéterminées 
et  un  pareil  nombre  d^équations  entre  ces  constantes  ;  et  si 
Ton  élimine  successivement  ces  v  constantes,  il  est  aisé  de 
voir  que  la  dernière  disparaîtra  d'elle-même,  en  sorte  qu'il 
restera  une  équation  finale  en  g  du  degré  v,  laquelle  ne  con- 
tenant plus  d'inconnue  que  la  constante  g,  pourra  servir  à  la 
déterminer. 

Cette  équation  en  g  donnera  ainsi  v  racines  g^  g^^  g^,  g^... 
à  chacune  desquelles  correspondront  respectivement  les  sys- 
lèmesde  coefficients  indéterminés  (N,N',N"...),  (N^,N;,NJ...), 
(N3,Ni,N;. ..)...  Le  système  des  2v  équations  (II)  sera  donc 
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satisfait,  en  prenant 

A=:  Nsin(^/-{-a)-f-N|  sin(^i/  +  aj -f-N,8in(^3^+ot3)-|^. 
A  =  N'sin(^^-fa)-|-N;  sin(^^^+xJ-f-Ni  sin  (^2'+*^)+- 
K=  N'^  sin(^^+*)+NÎ  8in  (^^/+«|)+  NJ  sin  (^,i-|^,)+. 


(û) 


^==  N  cos  (^^-j- x)  +  N^  cos  (^^  i + a,  )  +  N,  cos(i?/-f-aL2)+.  „ 

et  ces  équations  renfermant  2v  constantes  arbitraires 
N,N|,N2...a,a,,a2...  seront  les  intégrales  complètes  des  équa- 
tions différenlielles  proposées. 

ir reste  à  déterminer  les  valeurs  de  ces  2v  constanlea  arbi- 
traires, ce  qui  ne  peut  se  faire  que  par  les  observations,  A  la 
vérité  celles-ci  ne  les  donneront  pas  directement,  mais  on 
pourra  toujours  les  déduire  des  valeurs  de  h,  A'.„  /,  l\.,  et  par 
suite  de  e,  cd,  e\  o)'..  que  l'observation  fait  connaître  pour  une 
époque  donnée.  Si  Ton  suppose,  par  exemple,  que  les  valeurs 
des  2v  variables  ^,  A'...  ;,  T...  soient  connues  pour  l'époque 
^=  o,  on  aura,  en  désignant  par  Aq»^©»-..  ces  valeurs  ini- 
tiales, 

A^  =  N  sin  tt  +  N,  sin  a,  +  Nj  sin  Xj  -f*"* 
h\^  =  N'  sin  X  +  N4  sin  x^  -j-Ng  sin  Xj  +.,, 


Z^  =  N  cos  X  4"  N^  cos  x^  +  N2  cos  x^  +. 
;^  =  N'  cosx-|-N(  cos  X,  +  N2  cos  xj-f"* 


relations  qui,  étant  au  nombre  de  2v,  serviront  à  déterminer 
les  constantes  N,  N|...  x,  x^...,  dont  il  s'agit. 


Digitized  by 


Google 


INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES,    ETC.     ^39 


III.  —  Intégration  du  système  relatif  aux  inclinaisons  et  aux 

LONGITUDES  DBS   NOBUDS 


Le  système  d'équations  qu'il  s'agit  d'intégrer  est  le  sui- 
vant : 

.  cU 


^  =  [  t)(®-<J -f- t)(®-*>  +  ...  ]  p  — t)t»-<^p'+  0<o-«)/)". 


et* 

Ces  équationsjie  diffèrent,  eoipmç op  1q  yoit,  de  celles  (II),  qu'en 
ce  que  A,  Z,  A',  /'...  y  sont  remplacées  par  p,  q,  p\  q\  et 
t>'(o-*)r,  'O'^^'^^f..,  par  t)fo-<y,  tDf»-3)p''....  Le  système  précé- 
dent est  donc  entièrement  semblable  à  celui  (II)  et  peut  s'inté- 
grer de  la  même  manière.  Si  donc  l'on  pose  comme  au  g  II 

p  =  N  sin  (^^  -{"  a)  ,  <|r  z=  N  cos  (^^  -|^  a)  , 

jp'  =  N'sin  (^^-f  a) ,  q*=  N'  cos  (^^+  a) , 


il  en  résultera  les  v  équations  de  condition 

^N  +  [^^^**^  +  ^^®'^^+---]  N  — N't){»-<)  — N'^TD^o-»)  — =  0, 
^N'  +  [  tD^^'^^  +  t5t*-«) -f. ...  ]  N' _  N  t)f*-0)  —  N''  t)î< •»>  —  =  0, 
^N'^^-.  [t)(«-o)-|-t)(a-0-j-:..]  N'=^_Nt)(»'Oî  — N't)î2-«>  — =  0, 


Digitized  by 


Google 


240  LIVRE   IV   —  CHAPITRE   II 

et  rélimination  successive  des  constantes  indéterminées 
N,  N',  N"...  conduira  à  une  équation  finale  en  g,  dont  les  di- 
verses racines  seront  g^  g^yÇ^^-^  Une  de  ces  racines  sera  né- 
cessairement nulle,  car  d'après  la  forme  des  équations  précé- 
dentes, il  est  clair  que  Ton  peut  y  satisTaire  en  faisant  ^  =  o 
et  N  =N'  =  N"  =...  Ainsi  g  =o  sera  une  des  racines  de 
Téquation  en^,  ce  qui  abaissera  cette  équation  au  degré  v  —  \. 
Par  suite,  on  aura  pour  les  expressions  générales  des  va- 
riables p,  p\  q,  q\,  ou  pour  les  intégrales  complètes  des 
équations  dilférentielles  proposées  : 

p  =  Nsina  +  N,  sin  {g^t  +  (^^)  +  N^sm(g,J-^ciL^)  •{-,.. 
p'=N'sin(x  4-N|  sin  {g^t  -}-  (x,)-f-Nisin(^2^-}"*2)  +  --- 

^=  N  cos  (x4-  N^  cos(^^^-:^aJ-f"N2COs(^j^  +  a2)-+-— 
5r'  =  N'cosa  +  N|  cos(^^^-f-aJ  -f-^a  cos(^2^-f"*2)+--' 

N,  N',  N"...  a,  7.^i  a^  étant  des  constantes  arbitraires  dépen- 
dant de  la  position  des  orbites,  et  que  Ton  déterminera  au 
moyen  des  observations,  comme  on  Ta  dit  pour  le  système 
relatif  aux  excentricités  et  aux  longitudes  des  périhélies. 

IV.  —  Remarque  sur  le  calcul  numérique  des  intégrales 

PRÉCÉDENTES 

Le  calcul  de  Téquatioa  en  g,  sur  lequel  repose  l'évaluation 
numérique  des  intégrales  (a)  et  (b), devient  très  difficile  à  me- 
sure que  le  nombre  des  orbites  augmente;  car  alors  le  degré 
de^r^quetion  s'élève -et  les  éliminations  se  compliquetut  de 
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plus  en  plus.  Lorsqu^on  ne  considère  que  les  actions  réci- 
proques de  deux  planètes  m  et  m',  ce  calcul  est  des  plus 
simples  ;  alors  Téquation  en  g  est  du  second  degré  et  se  ré- 
sout facilement  au  moyen  des  règles  connues  de  Télimina- 
iion.  Dans  ce  cas  particulier,  on  a,  en  effet,  en  ne  considérant 
que  le  système  formé  par  les  excentricités  et  les  longitudes 
des  périhélies, 

ac 
at 
dt  ' 

^^  =  —  t)(<-0)^'4-  t)'M-0)  A; 


dù 


et  en  posant 


A  =  N  sin  igé  +  *)  > 
h'  =  N'sin(^^  +  a), 
/  =  N  cos  (gt  -f-  a) , 
r  =  N'  cos  [gt  +  a) , 

on  obtient 

j^_  t)(o.<) .  N  +  N'i:/(«'*^  =  0, 
j^_  x:)ii.o)  j  N'+NO'^*-<»  =  o. 

Ces  équations  de  condition  donnent 

NT  _  XD(^'*)^g  ___      t)^(<-0) 

d'où  Ton  déduit 

^  —  XD^o^i^)  {g  —  t9t<-0))  —  t)'(o.'i)  XD'i^'O)  -^  q^ 

ASTBOMOMIB  THiORIQUE  16 
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équation  du  deuxième  degré  en  g,  qui  se  transforme  aisément 
dans  la  suivante  : 


^2  --  P^  +  P  —  Q  =  6, 


en  faisant 


g  eig*  désignant  les  deux  racines  de  cette  équation,  on  a  donc 


^=-2+\/(iy+0' 

Si  Ton  représente  maintenant  par  [Aq],  [ho],  [y,  [Iq]  les 
valeurs  numériques  des  quantités  h,  h\  l,  V,  calculées  pour 
le  midi  moyen  du  1"' janvier  1850,  époque  pour  laquelle  nous 
prendrons  ^  =  o,et  par  [^]^  [OR/]  les  nombres  qui  expriment 

les  rapports  j^>  j^  respectivement  égaux  à-jj^7jô^'  ^/(oT^^  ' 
on  aura  pour  l'époque  adoptée 

[h^  =  N  sin  a  -|^ N^  cos  a,       [/^)]  =Ncosa  +  N^  cos  a^, 
m]  =  [X]  N  sin  a  -f-  \p\C\  N^  sin  a^, 
[Vq]  =  [,%]  N  cos  a  +  [OIL]  N|  cos  a^/ 

équations  d'où  il  sera  facile  de  tirer  les  valeurs  numériques 
des  quantités  N  sin  k,  N^  sin  a^,  N  cos  a,  N^  cos  (i|  et  par  suite 
celles  des  quatre  constantes  arbitraires  N,  N|,  a,  a|. 

Nous  donnerons  à  la  fin  de  l'Ouvrage  les  valeurs  en  nombres 
de  hf  K  l,  ï  pour  les  huit  planètes  principales,   ainsi   que 
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celles  des  quantités  t)^®-*>,  'O'î®-^)...  qui  dépendent  des  masses 
et  des  grands  axes.  Ces  dernières  sont  exprimées  en  secondes 
sexagésimales. 

y.  —   Intégration    de  l'expression    dibtérentielle   de  la 

VARUTION  séculaire  DE  l'ÉPOQUE 

Il  nous  reste  à  considérer  la  variation  différentielle  de  la 
longitude  de  Tépoque  dont  nous  avons  donné  l'expression 
au  §  III  du  chapitre  précédent. 

En  exprimant  dans  l'équation  (B),  les  éléments  e,  a>,  e*y  (i>\ 
en  fonction  des  variables  A,  /,  h\  T,  et  remarquant  que 

eé  c8s  (o)'  —  0))  =  hK  +  It , 
on  transforme  cette  équation  dans  la  suivante  : 

Poar  avoir  la  valeur  de  e  relative  à  un  temps  quelconque, 
il  faut,  comme  on  le  sait,  remplacer  dans  le  second  membre 
de  cette  dernière  expression  A,  A',  /,  et  t  par  leurs  valeurs  (a) 
page  238.  Or  si,  en  ne  considérant  que  Faction  mutuelle  de 
deux  planètes,  cas  pour  lequel  l'équation  (B')  peut  s'intégrer 
exactement,  on  pose 

A»  +  ?  =  N»  +  NÎ  +2NN^  C08  {{g^  -g)  «+  a,  -  a] . 
M'+;^=NN'-f-N<Ni  +(N  n;  +N'N<)  cos  [{gt-g)  t-\-o.,-^] , 
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et  qu'on  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation  (B'),  il  n'est  pa3 
difficile  de  voir  qu'il  en  résultera  pour  -7-  deux  espèces  diffé- 
rentes de  termes:  les  uns  seulement  fonctions  de  V,  V^,  W,  W, 
N,  N|,N',  N'4  seront  constants  [et  dans  ceux-ci  entrera  né- 
cessairement le  carré  de  la  tangente  de  l'inclinaison  mutuelle 
des  deux  orbites  (a),]  et  les  autres  dépendants  des  mômes  quan- 
tités, seront  affectés  des  cosinus  de  l'angle  [{g^ — ^^)/+*4 — *]• 
Les  termes  constants  produiront  dans  l'expression  de  e  des 
termes  proportionnels  au  temps,  et  qu'on  pourra  négliger, 
puisqu'ils  s'ajouteraient  au  moyen  mouvement  nt  dans  la 
valeur  n^  -|-  e  de  la  longitude  moyenne  ;  et  quant  aux  termes 
en  cosinus,  ils  acquerront  par  l'intégration  de  très  petits  divi- 
seurs de  l'ordre  des  masses  m  et  m\  et  pourront  par  là 
devenir  sensibles  dans  la  suite  des  siècles.  Ce  sont  ces  termes 
qui  donnent  naissance  aux  inégalités  séculaires  de  la  longi- 
tude de  l'époque.  Dans  la  théorie  des  Planètes  et  même  pour 
Jupiter  et  Saturne  dont  les  masses  sont  très  considérables, 
les  termes  dont  nous  parlons  ont  des  valeurs  tout  à  fait  inap- 
préciables, mais  ils  sont  au  contraii*e  fort  sensibles  dans  la 
théorie  de  la  Lune  et  des  satellites  de  Jupiter,  et  c*est  princi- 

(a)  Il  est  aisé  de  prouver,  en  effet,  que  dans  lo  cas  de  deux  planètes  sou- 
mises à  leur  action  réciproque,  cette  quantité  doit  rester  constante. 

Dans  ce  cas  qui  est  à  très  peu  près  celui  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on  a 
en  faisant  mTH  =  n  et  ayant  égard  seulement  aux  variations  des  inclinaisons 
et  aux  termes  qui  sont  du  premier  ordre  par  rapport  à  ces  quantités, 

n  =  mm-  j  |V0)  _1  [(p-  _  p)«  +  (,'  _  ,)i]  j. 

Mais  la  fonction  TI  doit  conserver  une  valeur  constante  qu'elles  que 
soient  les  variations  que  viennent  à  subir  dans  la  suite  des  siècles  les 
quantités  ^,  </,  p'  q'  (Chap.  I,  §  IV).  On  a  donc 

(P'  -^  P)*  +  (9'  —  9)*  =*  ^^e!^  T  =  Qonslante^ 
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paiement  aux  termes  de  cette  espèce  que  sont  dues  les  inéga- 
lités que  Ton  obselrve  dans  le  mouvement  de  ces  corps. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  donc  que,  abstraction  faite 
des  termes  proportionnels  à  nt  et  qui  sont  trop  peu  sensibles 

de 
pour  qu'on  y  ait  égard,  on  peut  mettre  l'expression  de  -jr  sous 

la  forme  suivante  : 

^  =  K  cos  [  (^^  —  ^)  ^  +  d^  —  a]  ; 
d'oiï  résulte  par  l'intégration 

K  étant  un  coefficient  fonction  de  V^,  V,  W,  W|,  N,  N,,..., 
c'est-à-dire  une  constante  dont  la  valeur  est  connue. 
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CHAPITRE  III 

Considérations  g^énérales  sur  la  forme  des  inté- 
£:rales  précédentes.  Conséquences  qui  en  résultent 
relativement  à.  la  stabilité  du  système  du  monde. 


I.  —  Nature  des  racines  de  l'équationt  en  //.  Première  condi- 
tion RELATIVE  A  LA  STABILITÉ  DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 

L'intégration  des  systèmes  dMquations  (1)  et  (II)  que  nous 
avons  effectuée  dans  le  chapitre  précédent,  nous  a  conduit  à 
des  valeurs  de  A,  h\  /,  V.,.  p,  p\  g,  g'..,  qui  sont  la  somme 
d*un  nombre  fini  de  sinus  et  de  cosinus  d*angles  proportionnels 
au  temps,  et  dans  lesquelles  les  coefficients  de  t  sont  les  ra- 
cines d'une  équation  algébrique  d'un  degré  égal  au  nombre 
des  planètes  que  l'on  considère.  Pour  que  ces  valeurs  de- 
meurent toujours  fort  petites,  il  faut  donc  que  les  racines  de 
l'équation  dont  nous  parlons  soient  toutes  réelles,  et  il  faut  de 
plus  qu'elles  soient  différentes  les  unes  des  autres  (a)  ;  car  si 
ellesétaient  imaginaires  etégales,  les  ex  pressions  de^,  /,/t',  T... 

(a)  Cette  condition  est  toujours  remplie  dans  le  cas  de  deux  planètes 
m  et  m'  agissant  simultanément  :  car  on  tombe  alors  sur  une  équation  du 
second  degré 

p«  —  Pg  +  P^Q  =  o 

dont  les  racines  sont  toujours  réelles. 


Digitized  by 


Google 


STABILITÉ   DU   SYSTÈME   PLANÉTAIRE  247 

contiendraient  des  termes  ayant  i  en  facteur  ou  en  exposant» 
lesquels  seraient  ainsi  susceptibles  de  croître  indéfiniment 
avec  le  temps.  Dans  ce  cas,  on  ne  pourrait  donc  plus  compter 
sur  l'exactitude  des  résultats  obtenus,  du  moins  pour  un  temps 
indéGni,  et  la  stabilité  du  système  planétaire  cesserait  d'être 
assurée  relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Nous  allons  démontrer  que,  fort  heureusement,  ces  cas  ne 
se  rencontrent  pas  dans  le  système  du  mondo,  du  moins  lors- 
qu'i^n  n'a  égard  qu'à  Faction  mutuelle  des  planètes,  et  qu'ainsi 
les  valeurs  générales  de  ^,  h\  l,  t^.,,  p,  p..,  ne  sauraient 
contenir  que  des  termes  périodiques. 

Considérons  en  particulier  les  valeurs  de  A,  /,  h\f.,,  qui 
proviennent  de  l'intégration  du  système  (II).  Quelle  que  soit 
la  nature  des  racines  de  l'équation  en  g  qui  s'y  rapporte,  les 
valeurs  générales  de  ces  variables  pourront  être  représentées 
par  des  expressions  de  cette  forme 

h  =  ap«*  +  CDp*'^  + 4-  S'^  4- 1?'»-*  -f  ...  4-  h^^ 

i  =z  uî,^»'  +  6p«'*  + +  er  4-  xDt^-^  4- ...  4-  /^, 

A'  =  e'p«'4.(t)'p«''4- 4-  eS'r4-t?'^'-*  + ...  4-  h^, 

t  =  iji,'p«^4- c'p<^'' 4- 4-  s'r4-  vt"-*  4. ...  4-  /;, 

p  étant  la  base  du  système  des  logarithmes  népériens, 
C  cb...  C,  (£)'...,  a,  a,  d^..,  des  constantes  réelles,  et  h^,  /^, 
hif  li."  des  quantités  périodiques. 

Si  donc  l'on  suppose  a  >  a\  a'  >  a",  etc.,  on  aura 


(«) 


c'« =h'^-^n= (3'i'+Db'»)p»«'-K(0'«+c'»)  p»«''-|-. 
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et  il  s'agira  de  prouver  que  ni  les  exponentielles,  ni  les  ares 
de  cercle  ne  peuvent  entrer  dans  les  valeurs  de  «,  e'...  et 
qu'ainsi  ces  valeurs  se  réduisent  aux  seuls  termes  périodiques 
h^-\-l,,  h\-\-l\,  etc. 

Pour  cela,  reprenons  les  expressions  que  nous  avons  données 

pour  déterminer —  î-T  ...  ou  les  équations  (II)  du  chapitre 
précédent.  Si  Ton  multiplie  ces  équations  respectivement  par 
m  \/aK  fn  \/aly  m'  sja!h\  m' sfa't,.,  puis  qu'on  joute  ensemble 
les  produits  ainsi  formés,  le  second  membre  de  l'équation  ré- 
sultante sera  nul  en  vertu  des  relations  ([)  du  chapitre  II,  et 
cette  équation  se  réduira  à  la  suivante: 

«•^«('f+'l)+»'v/^(''f+'D+-=°- 

Mais 

.  dh   .   ,dl  j  -,  dh'   ,    ,,  dl'        ,  ,  ,      , 

dt    ^      dt  de    ^       dû 

Faisant  ces  substitutions  et  intégrant  ensuite,  en  observant 
que  les  grands  axes  a,  a ...  sont  constants,  on  aura 

(m)  e^m  sja  +  em  \R  -f-  ...  G, 

G  désignant  une  constante. 

Maintenant,  si  l'on  substitue  dans  cette  équation  à  la  place 
de  é^j  e'^...  leurs  valeurs  précédentes  (a),  on  trouvera 
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équation  qui;  devant  avoir  lietf  quelque  sOit  le  temps  t,  se  dé- 
compose d'elle-même  en  les  trois  suivantes  : 

(e2+ub2)wv^+(e'2+iiî/2)mV«M-...=o 

(S»-f-G2)wV/'a  +  {S'»4-S'2)  mV^  +  ...  =  o. 

Mais  8,  ill>...,  (D,  C.,.,  §,  Ç...  sont  des  quantités  réelles;  et  si 
Ton  suppose  que  les  corps  m,  m'...  tournent tousdans  le  même 
sens,  m  \fâ,  m  v^/,  etc.,  seront  nécessairement  des  quantités 
positives.  Pour  que  les  équations  précédentes  puissent  sub- 
sister, il  faut  donc  que  Ton  ait  à  la  fois 

e  =  o ,  1)1,  =  0 ,  a'  =  Cl ,  \\W  =  o,  etc. 
(0  =  0,  C  =z  0,  (D'  =  o ,  C  =zo,  etc. 
S  =0,     6  =0,     .S'   =0,     Ç^/  =  0,     etc. 

Ainsi  les  valeurs  de  h,  /,  h\l\,.  et  par  suite  celles  de  ^^  e' ,,. 
ne  peuvent  renfermer  ni  exponentielles  ni  arcs  de  cercle,  et 
Téquation  en  ^  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales.  Ces  va- 
leurs se  réduisent,  en  effet ,  aux  quantités  périodiques 
^4>4"^4»  ^4>-h^'i"'  et  Ton  a  en  vertu  de  l'équation  (p) 

{h^  +  P)  my/Z  +  {h'^+P)myJà+  ...  ==  C. 

Nous  supprimons  ici  l'indice  1  devenu  inutile. 

Par  une  analyse  entièrement  semblable  appliquée  aux  va- 
leurs de  p,  q,  p\  q\..  on  trouverait  que 

(p«  +  q^)  msfZ  -t-  {p'2  +  9'2  w')v/«'+  ...  =  C, 
c'est-à-dire 
(n)  tang*(p  w^â-f  tang^cp' »nVfl'  + ...  =  G; 


Digitized  by 


Google 

À 


250  LIVRE  IV  —  CHAPITRE   III 

et  de  là  on  conclurait,  comme  dans  le  cas  qui  précède,  que  ces 
valeurs  ne  peuvent  contenir  ni  exponentielles  niarcs  de  cercle, 
et  que,  par  conséquent.  Téquation  en  ^  à  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales. 

Les  équations  {m)  et  (n)  qui  précèdent  résultent  très  simple- 
ment des  équations  différentielles  que  nous  avons  données  au 
paragraphe  IV  du  chapitre  I  pour  déterminer  l,  A,  T,  h\  p,  ^, 
p'i  q'.,.  En  effet,  si  dans  le  groupe  des  équations  (a)  qui  se  rap- 
porte aux  variables  l^  h,  T,  h\..  on  multiplie  la  première  par 
m ^h,  la  seconde  par  m^fal,  la  troisième  par  m  yja'h^  la 
quatrième  par  m'  \la'  /',  et  ainsi  de  suite  ;  puis  qu'on  ajoute 
entre  eux  les  produits  ainsi  formés,  on  aura 

,- hdh-^ldl  rp  ^dh'+Vdr 

my/a       ^J       -f-mya  -^^         heic. 

^^  dl       ^  dh^^   dt       ^  c^A'+®^^-' 

équation  dont  le  second  membre  est  nul  par  la  nature  même 
de  la  fonction  5  qui  est  symétrique  en  h  et  /,  fi  et  t,  etc. 
Si  donc  Ton  observe  que 

on  aura 

mslaede  -\-m!sfcî e  ûfe'+  ...  =  o, 

et  par  suite 

m\[a  é^  +  nisfâ' e^  -j"  •••  =  const. 

Des  équations  en  dp^  dq,  dp'  dq\,.  on  déduirait  seinbla))!^- 
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ment 


m\ 


rf^,     .rf^      „,d^ 


équation  dont  le  second  membre  est  nul,  puisque  ^  est  une 
fonction  symétrique  de  p  et  g,  p  et  q\  etc.  On  a  donc 

m)Ja  (p^  -)-  g^^)  +  m'^'  (p'^H-^'*)  +  •••  ==  const. 
ou  en  remplaçant  (p*  -}*  g*),  (p'^  -{-  y'*)...  par  leurs  valeurs 
m  Va  tang  *(p  +  m'V«'  tang  ^cp'  -f-  ...  =  oon^^ 

n  existe  entre  les  vitesses  des  nœuds  et  celles  des  périhélies 
des  relations  analogues  aux  précédentes  et  qui  se  déduisent 
également  des  équations  en  dh^  dl...  dp.dq.,  ,  que  nous  avons 
formées  au  paragraphe  I.  En  effet,  si  dans  le  groupe  des 
équations  (a),  on  "multiplie  la  première  par  my/a  Z,  la  se- 
conde par —  m>/ah,  la  troisième  par  myfc^ Vy  la  quatrième 
par  — m'yfàh  etc.;  puis  qu'on  ajoute  entre  eux  les  produits 
résultants,  on  aura 

^v^V   dt   ) + ^^^ [ — di — ;  +  '^^• 

-^  dl  ^^  dh^^  dl'^^   d/i'+^^^- 

ou  bien,  en  observant  que  5  est  une  fonction  homogène  et  du 
second  ordre  par  rapport  à  A,  /,  A',  T..., 

r  (ldh  —  Mt\   .      ^  f-/VdK -^Kdt\   ,      , 
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On  a  d'ailleurs  tang  cd  =  -•••;  d'où  par  la  différentiation 

Idh  —  hdl  =  e^di^  ,       ïdK  —  Kdt  ==  e'Vo)',  etc. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  aura 
donc 

(p)  m\lâ  e^  ^  -t-  msjae^  "^  +'•  ~  ^^5  =  c^«^^- 

Du  groupe  d'équations  en  dp,  dq,  dp\  dq\,.,  on  déduirait 
semblablement 

et  comme  d'après  l'équation  tang  6  =  -? 

qdp  —  pdq  =  tang  ^çp  c?ô, 
^'e/p' —  pWç' =  tang  Y  ^Ô'. 


on  aurait 

(^)        m\la  tang ^?  ^  +  »*  Vû^  tang  ^^  "^+- •  •  =  <?<>«*'• 

Cefe  équations  (p)  et  [q)  montrent  que  les  vitesses  angulaires 
■^î  1/7  "   ^®®  périhélies  des   orbites  de  m,  m'...  et  celles 

^/'  lit  •••"^^^"^  "^*i^s  ne  peuvent  pas  croître  indéfiniment, 
si  on  les  suppose  toutes  de  môme  signe. 
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II.  —  Ordre  de  grandeur  desquaiNtitésN,  N^,  N^..  —  Seconde 

CONDITION  nécessaire  A  LA  STABILITÉ  DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


La  condition  énoncée  ci-dessus,  à  savoir  que  Téquation  en 
g  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  pour  que  les 
valeurs  de  ^,  l,  h',  /'..,  p,  q,p'^  q' ,.  et.  par  suite,  celles  de 
e,  e'..  çp,  <p'..  ne  puissent  pas  croître  indéfiniment,  est  né- 
cessaire pour  assurer  la  stabilité  du  système  planétaire,  mais 
elle  n'est  pas  suffisante  pour  établir  dans  toute  sa  rigueur  cet 
important  principe.  Comme  le  montrent  d'ailleurs  les  équa- 
tions e^  =  A^  +  ^*,  tang(p:=p2_|_^2^^^  il  faut,  de  plus,  que  les 
coefficients  N,  N^,'  N^,..  qui  sont  des  fonctions  des  racines 
^>  ffiy  92"  soient  tous  de  très  petites  quantités  de  Tordre  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  ;  car  si  Ton  substitue  dans  ces 
équations  pour  A,  l,p^\.q  leurs  valeurs  (a)  et  (b),  on  obtient 

tang  ç  =  VM2^M?4-Mi+. . .+2MM,  cos [(g^-ff) <+a, ~a]-(-. 

expressions  dont  les  premiers  membres  ne  peuvent  jamais 
surpasser  la  somme  de  tous  les  coefficients  N,  N^,  N^,..  pris 
avec  le  même  signe,  tant  que  les  cosinus  qui  entrent  dans  les 
seconds  membres  sont  tous  réels. 

Le  calcul  de  ces  coefficients  a  été  effectué  pour  l'ensemble 
des  huit  planètes  principales,  et  Ton  a  reconnu  qu'aucun  d'eux 
ne  pouvait  devenir  considérable.  On  peut  donc  être  assuré 
que,  dans  la  suite  des  siècles,  les  excentricités  et  les  inclinai- 
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sons  n'éprouveront  pas  de  variations  considérables,  et  qu'elles 
demeureront  toujours  très  petites,  comme  elles  le  sont 
aujourd'hui. 


III.  —  Déplacements  séculaires  des  périhélies  et  des  nosuds 


Les  équations  qui  déterminent  pour  un  temps  indéfini  les 
positions  des  périJiélies  et  des  nœuds  sont,  comme  nousFa- 
vons  vu. 


(1)  tang  0)  =  -»    tang  6  =  -» 


A,  l,p  et  q  devant  être  remplacés  dans  *  ces  équations  par 
leurs  valeurs  (a)  et  (b). 

Si  Ton  fait  cette  substitution  d^ns  la  première  des    rela- 
tions (1),  on  aura 

^  _  Nsinf^^+a)  +  N,  sin^,/+(i,)+... 
*  N  cos  {gt+(x)'\-^^  cos  (^<^-f-aJ+... 

« 

d'où,  en  retranchant  de  Tangle  cd  celui  ^^  +  a  qui  répond  au 
coefficient  N, 

tang  (o)— ^^— a) 

^N|  sin  [(.(^1  — ^)  t  +  %^  ^d]  +Na  sin  [(j/g— ^)^+tta— <^]+-'> 

N+N^  cos  [{^4— ^)^+*<— a] +NaCOs[(^a— ^)^+aa— a]-f... 

Soit  maintenant 

N  >N^+Na  +  N,  4-... 
Il  est  clair  que  dans  ce  cas  le  dénominateur  de  rexpression 
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précédente  ne  pourra  se  réduire  à  zéro  et  que,  par  conséquent, 
tang  (w  —  ^^  —  a)  ne  pourra  jamais  devenir  infini.  Les  oscil- 
lations de  Tangle  w — gi  —  a,  seront  donc  comprises  entre  les 
limites  +  90<»  et  —  90**,  et  ^^  +  a  représentera  le  moyen 
mouvement  de  Tangle  ^ù  ou  du  périhélie. 

La  même  conclusion  pouvant  se  tirer  de  la  seconde  des 
équations  (1),  on  voit  que,  dans  le  cas  particulier  où  le  coef- 
ficient N  est  supposé  plus  grand  que  la  somme  de  tous  les 
autres  coefficients  pris  positivement,  les  angles  w  et  0  sont 
renfermés  dans  des  limites  déterminées,  et  le  nœud  a  nécessai- 
rement un  mouvement  de  libration.  Mais  en  dehors  de  ce 
cas,  il  est  impossible  de  rien  conclure,  en  général,  sur  la  na- 
ture des  angles  a>  et  G  :  leurs  variations  séculaires  n'étant 
plus  limitées,  les  points  déterminés  par  ces  deux  éléments 
peuvent  tourner  indéfiniment  dans  le  même  sens,  et  parcou- 
rir successivement  tous  les  arcs  de  la  circonférence;  cepen- 
dant, ce  n*e8t  qu'au  bout  de  plusieurs  milliers  d'années  que 
cette  révolution  entière  peut  s'accomplir. 
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Théorie  des  inésralités  périodiques 


I.  —  Développement  des  formules  qui  expriment  les 

VARIATIONS  DIFFÉRENTIEUES  DES  ÉLÉMENTS  DE  L'oRBITE  ELLIPTIQUE 

Nous  allons  considérer  dans  ce  Chapitre  les  inégalités  qui 
dépendent  de  la  position  relative  des  orbites,  et  auxquelles 
donnent  naissance,  comme  nous  l'avons  dit,  les  termes  de  la 
forme 

cos  ^  '       ^ 

Posons  pour  abréger 


X  =  —  »        e  =  sin  •]/  ; 


d'où 


e  1  +y/i  -e'       1  -f  cos  ^-  ~      ^  2 

Les  formules  qui  déterminent  les  variations  différentielles 
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des  éléments  de  l'orbite  de  m  seront  pages  141  et  147 


2r.7 


/ 


(*) 


dt 


X     rfR 


—  =  X  cos  ^  tang  I  -j^j  ~  2a JG 


tang^  de 

dK^ 

da 

de  ^^  ,  ,        tL  6/R  dX.     dK 

di  ^       °  2  de       tang  i}/  c?(o 

dt       cos  ^  dq         dt  COS  r^  dp 


Les  deux  dernières  relations  font  connaître  les  variations 
de  Tinclinaison  et  des  nœuds  de  Torbite  de  m;  mais  on  peut 

leur  donner  une  autre-forme,  en  exprimant  —  et  -r-  en  fonc- 
tions de  Tj,  e,  (I)  et  T. 

En  effet  soient  : 

V  et  t?' les  angles  que  forment,  avec  la  commune  intersection 
des  orbites  de  m  et  de  m',  les  rayons  vecteurs  ret  r'; 

0  et  0'  les  longitudes  des  nœuds  ascendants  de  ces  orbites  ; 

ç  et  <p'  les  inclinaisons  de  leurs  plans  sur  celui  des  a?y. 

Si  l'on  suppose  très  petite  Tinclinaison  de  Torbite  de  m  sur 
ce  pian  fixe,  et  qu'on  pose 

p  =  sin  cp  sin  ô  , 
^  =  sin  ^  cos  ô  , 
on  aura 

^  ==  r  sin  (i?  —  ô)  sin  (f=rqsmv  —  rp  cos  v  , 
d'où  en  supposant  la  fonction  R  développée  par  rapport  à  z, 


dK       dRdz 


dR 


-j-  =  -r--r-=   -r-rCOSr, 

dp       dz  dp  dz 

dR      dRdz       dR 

-y-  =  — -  -7-  =  -j-  r  sm  V. 

dq       dz  dq       dz 
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L  expression  de  —  est 

dR         ,  (z'  —  z       z\ 

et  si  Ton  prend  pour  plan  des  xy^  le  plan  de  Torbîte  de  m  à 
une  époque  déterminée,  rinclinaison  de  son  orbite  primitive 
sur  le  plan  fixe  ainsi  que  l'ordonnée  z  seront  de  Tordre  des 
forces  perturbatrices.  En  négligeant  donc  le  carré  de  ces 
forces,  on  pourra  faire  ^  z=  o,  ce  qui  donnera 


dz 


=  ^'(?^""^0^'- 


Mais  le  plan  fixe  coïncidant,  à  Torigine  du  temps,  avec   le 
plan  de  Torbite  de  m,  on  a  à  cette  époque 

e  =  0'  =  T,     y  =  (p',      <p  =  o  , 
en  sorte  que 

z'  =  r'  sin  [v'  —  t)  sin  y. 
On  a  donc 

et  par  conséquent 


=  —  >»'  (^-3  —  75)  ^'  C08  t?  sin  (r  —  t)  sin  y, 


dK 

dp 

•^  =  ^  \^  —  -pi)^^  smrsm  (t?  — T)smY. 


Y  représente  dans  ces  formules  TincUnaison  mutuelle  des 
deux  orbites  et  t  la  longilude  du  nœud  de  Torbite  de  m'  sur 
celle  de  m. 
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Maintenant  on  a 


Î59 


dv       df  dv       c?e    '   d<ù 

dR_dRdg     dR_dRdi^ 
c?Y        dp  dy      di         df  c?t 

On  a  d'ailleurs 

p*  =  r*  -|-  r^  —  2rf  cos(t?'  —  v)  (l  —  sin*  -  y) 

—  2rr'cos(r+t?— 2T)sin»|Y  =  r«+r'^ 

1  1 

.    —  2rr'  cos {v'—v)  ces  ^~  y  —  2  rr'  cos  (t?' -f  ^  —  2t)  sin*  -  y  ; 

d'où  l'on  tire 

dR  ,   (i        i\ 

p  -j2  =  —  rr'  [sin(t?'  — t?)  cos*  3  y  —  sin  (i?  -f- 1?'  —  2t)  sin*  ^  y]> 
p  ^  =  -  rr'  sin y  [cos(w'  —  t?)  —  cos  (t?'  +  r  —  2t) ] , 


2  rr'  sin*  -  y  ^^^  (t?'  + 1?  —  2t). 


(a)  Pour  démoolrer  celte  relation,  il  sufflt  de  remarquer  que,  d'après  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  Tangle  ni  n*est  introduit  dans  R  que 
par  la  substitution  des  valeurs  de  r  et  de  v.  Or,  comme  dans  ces  valeurs 
Tangle  ni  est  toujours  accompagné  des  angles  -f  s  et  —  «,  on  a 


d*où 


Ë5  ::^  iË.  J_  S[£  rfR        rfR 

dv^ndl'^dti'     ndl~  dt' 


dv^  dt  "^r<«* 
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Par  conséquent 

f+£=»'"-(7.-^)i"»c-'"«"''r 

—  sin  (o'  -f-  »  —  2t)  sin*  0  y]  » 
^  =  _|m'rr'(i-^)8inY[cos(r'-r)-co8(e'4-p-2T)], 
f  =  2m' TT-  (i  -  i-,)  sin  >  |r  8m  (V+  r  -  2t). 

En  mullipliantla  première  de  ces  relations  par  tangr  y  cos  t, 

la  seconde  par  sin  t  et  la  troisième  par  -: —  ;  puis  les  ajou- 
tant)  on  a 

rfR  .         ,   cosTrfR  ,  ,        1  (dK  .   dK\ 

=  w  rr  I -^  —  -75  j  cos  t?  sm  (t?  —  t)  sin  y- 

On  a  sembiablement,  en  -multipliant  les  mêmes  relations 
par  tang  r  y  sin  t,  —  cos  x,  -: —  respectivement,  et  faisant  la 
somme  des  produits* 

dR  ,   sinrrfR  ,    ,        1       .      /dR  .   dR\ 

-rf?^^^^+siiïi;-5r+^^"»2^^^"H^+^) 

=  mrr  {-^ rj  j  sin  t?  sin  (t?  —  t)  sm  y  i 

équations  dont  les  seconds  membres^  abstraction  faite   du 
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signe,  sont  précisément  les  valeurs  de  t-'  3-  ;  ainsi 

ap    aq 


cSl  dK   .  cos  T  rfR       ,        1  /cm   ,   ^\ 

■j-  =  —  -r-  sin  T : -; tang  â  Y  cos  t  1  -3-  +  -p  )» 

dp  dy  sm  Y  û^T  ®  2  *  \ds    '    diûj 

dR  dR  ,    sinxrfR   ,    .        1      .        /c?R   ,    dK\ 

dq  dy  '    sm  Y  c/t    '         °  2  *  \rfe        rfo)/ 

Pour  exprimer-^»  et  -j^y  on  a  donc 

dp  j;:,    rem  sinrcm     ,       i      .      /û?R  ,  dR\ 

-77= r    -T-cosT— --T — 3~— tang-Y8inT(-7-+-;r-)> 

dt  cosipLaY  sinY«T  2        -    Vas   '   aw/ 

dq       3f^     rdh \        .    cosTC?R  ,    ,        1  /dR  ,   dR\ 

-J= r   -r-sinx-f--: 3-+  tang-Y^os  T(-T-+-r-)- 

rf/      cos^^/L^Y  *    sin  Y  c?T   '         °2'  \c?e  '   d{ù/ 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  les  longitudes  soient  comp* 
tées'de  la  commune  intersection  des  deux  orbites,  auquel  cas 
on  doit  faire  t  =  0  dans  les  résultats  précédents,  on  obtient 


(2) 


Soit 


d'où 


ES,  —  ^     X     dR 
dt  cos  •]/  dy 

\dq  ^    r    i     dR  1     /Ç[R    ,    ^\"1 

dt  "'cos  ^LsinY  d'^  "^  ^"^l'^U^  "'"rfa>;J' 

1 

1  —  cos  Y  =  2  sin*  -  Y  =  "n  ; 


sinY^Y^^-n»  "rff^^'^^S;;"' 

et  posons 

1  i  —  COS£. 


°  2  '  sin  Y 
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on  peut  encore  écrire 


(3) 


dp  5t.      •        rfR 

dl  cos  ^        *  dri 

I  d^  _       X       r^  ,      (—4^  —M. 

c?^  "~  cos  <|/  sin  y  Lcfr  "•"  ^  \rfe  '''  rfo)/ J 


C'est  à  cette  forme  remarquable  des  valeurs  de  p  et  de  ç 
que  nous  nous  arrêterons.  Nous  prendrons  donc  au  lieu  du 
système  d'équations  (1),  le  suivant: 


w 


da_^dR         d(ù_     X     dR 
dt  dt  dt      tang  ^  de 


de       ^  .  i        +  rfR- 

^  =  0^cos^tang|-. 

de  ^  .  .        ^dR 

-==^^cos^;tang|-^- 

dp         X    .     cm 


%     dR 


tang  ^  c^a> 


dt 


cos  ij^  '   rf-ïj 


cos  4;  sm 


[dR,       /5[ft  I  Ë5M 


II.  —  Variations  finies  pes  éléments  des  orbites  PLANÉTAmEs 


Les  formules  précédentes  expriment  les  variations  différen- 
tielles des  éléments  de  l'orbite  elliptique,  au  moyen  des  dé- 
rivées partielles  de  la  fonction  R  prises  par  rapport  à  ces  élé- 
ments, et  multipliées  par  des  coefQcients  indépendants  du 
temps.  Pour  avoir  les  valeurs  finies  de  ces  variations,  il  suf- 
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fîra  donc  de  substituer  dans  leurs  expressions,  à  la  place  de 
R,  la  partie  périodique  de  son  développement,  et  de  dîfféren- 
tîer  par  rapport  à  a,  ^,  e...  les  termes  de  ce  développement 
qui  dépendent  de  l'argument  que  Ton  a  à  considérer.  Par  Tin- 
tégration,  on  en  conclura  alors  très  simplement  les  valeurs 
finies  de  ces  variations,  et  ajoutant  ces  valeurs  finies  aux  élé- 
ments mêmes  de  Vorbite  elliptique,  on  aura  celles  qui  con- 
viennent au  mouvement  troublé  ou  a  -f-  8à,  e  -{-  te  etc.. 

Considérons,  par  exemple,  la  variation  différentielle   du 
demi-grand  axe,  définie  par  Téquation 

dt  de 

et  soit 

m'$  cos  S 

un  terme  quelconque  du  développement  de  R.  Nous  suppo- 
sons ici  pour  abréger 

©  =  (i7  —  il)  —  X(o  —  XV  —  2X^T. 

Nous  aurons 

da 


.  =  —  2aX$m'sinS, 
at 


d'où  par  l'intégration 


(5)  8a  =  —  r-7 r  ^cosS. 


En  procédant  de  la  même  manière  à  Tégard  des  autres 
variations  différentielles,  on  trouverait  pour  les  expressions 
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de  leurs  valeurs  finies 

A,    X  4- 1 
Ze  =  m'y^^  cos  ^  tang  ï  ^  ,  '^  .    cosS, 

dt=z  m^  \  co%^  tang  î  -; 2a^  ^-  I  -7-: — :-  sin  G, 

.     ^     <^*i?  1  .    ^ 

W<  tang  4  cfe    în  —  m  ' 

j^  ,  X  sin  Y  <f$        1 

I80  =  —  m  J  -7-  T-, :-  sin  G, 

'        .  Tj  cos  ^  «71  i  n  —  m 

,      20;;$      X,  +  (,-+X)sin»|T 

8ûr  =  —  m  -. :  7-7 : cos  s. 

^  sm  Y  cos  ^  tn   —  tn 

Relativement  à  la  perturbation  du  moyen  mouvement  p, 
qui  résulte,  comme  on  sait,  de  la  double  intégration 


=-'//*»f'*'' 


elle  a  pour  expression 

(7)  8p  =  pr-T — ^^  sm  (B, 

Les  formules  qui  précèdent   sont  générales.  Si  au   lieu    de 
m'$  cos  S,  on  prenait 


Il=g,*^'^cos^(r-/) 

+  ^  !  -  2iô(')  -  ôjî,!  e  cos  [i  (^  ~  /)  4-  Z  -  co] 


2û' 
2a' 


-f.  g-,  {(2i - 4)6('+^)+6K7^ '! ^'cos [i(r- Z)+/-a>'], 
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on  aurait  pour  la  variation  du  demi-grand  axe  a,  par  exemple, 

8a  =  —  w'aX  -r-^  h^^  cos  iiV  —  h        ' 
n  —  n  \       ' 

-  ffl'«.J^  ,(„>^i~  *!^  „  i(2t-l)6(^-^'+éffl|  e'cos[.-(f-Q+r-a>']. 

Les  variations  des  autres  éléments  s'obtiendraient  de  la 
même  manière.  On  a  donc,  par  l'emploi  des  formules  qui  pré- 
cèdent, un  moyen  fort  simple  de  déterminer  toutes  les  iné- 
galités périodiques  d'une  planète,  à  quelque  ordre  qu'elles 
puissent  appartenir  relativement  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisons. . 


III.  —  Variations  périodiques  et  totales  des  coordonnées 

HÉLIOCENTRIQUES 


Les  variations  finies  des  éléments  elliptiques  de  m  étant 
déterminées,  il  nous  reste  k  •montrer  comment  on  peut  en 
déduire  celles  des  coordonnées  héliocentriques  r,  v  et  s,  qui 
fixent  à  chaque  instant  la  position  de  la  planète  dans  Tespace. 

Il  ne  s'agira  évidemment  pour  cela  que  d'introduire  dans  les 
formules  du  mouvement  elliptique  à  la  place  de  a,  p,  «,  e,  <o, 
les  valeurs  de  ces  éléments  corrigées  de  leurs  variations 
périodiques  ou  a  -{-  5âf,  8  +  8p,  etc. 

Or,  en  considérant  d'abord  r  et  i?  et  posant 


Digitized  by 


Google 


266  LIVRE   IV   —  CHAPITRE  ÏV 

OD  a 


V  =  /-|-  û^  sin  î  -j-aj  sîn  2î  +  ûj  sin  3Ç  4--" 
'  r  =  a  (bo  +  b^  cos  Ç  +  ba  cos  2Ç  -f  b,  cos  3Ç  +)...  ; 


d*où  Ton  déduit,  en  négligeant  les  carrés  des  masses  perturba- 
trices, 


jcfoj  .^  ,  da^  ,    «^  ,  rfttft 


!8t?  =  8e  +  8p 
+  [  a^  cos  Ç  +  Sttj  cos2Ç-(-3û3COs3Ç+--'l5e-f-8p — Sû>, 

|8r  =  ib^j  +  b^  cosÇ  +  bj  cos2Ç  -j-  bj  cos3Ç  -f-.-!  8a 
-f  {b^sinÇ+2b,sin2i:  +  3b8sin3i:+...la(8£-f8p  — Sa>) 

Les  valeurs  des  coefficients  aijCi,,  a,..  ,  b^,  b^,  b^...  ont  été 
données  au  chapitre  IV  du  livre  I.  En  les  substituant  ainsi  que 
leurs  dérivées  dans  les  formules  précédentes  (2)  et  (3),  on  aura 
donc  très  simplement  les  variations  périodiques  8w  et  8r, 
lorsque  celles  8a,  8^,  8e,  8p  et  8<i)  auront  été  déterminées  par 
remploi  des  formules  du  paragraphe  qui  précède  (a). 


(a)  Ea  se  bornant,  par  exemple,  aux  termes  en  «^,  on  a  par  les  formules 
(26)  et  (27)  des  pages  96  et  97. 

Cl  =  2c  -  1  c«  +...  bo  =  1  +  I  e«,  bi  =  -  «  +  I  «»  -  ..• 
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Il  nous  reste  à  déterminer  Is  ou  la  variation  de  la  latitude 
héliocentrique. 

Soient,  à  cet  effet, 
t  le  rayon  vecteur  de  m  projeté  sur  le  plan  fixe  des  xy  ; 
V  l'angle  que  fait  cette  projection  avec  Taxe  des  œ  ; 
s  la  tangente  de  la  latitude  de  m  an-dessus  du  même  plan  ; 
.^  son  inclinaison  ; 
B  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  comptée  sur  ce  plan. 

On  aura  aux  quantités  près  du  second  ordre  par  rapport 
aux  inclinaisons 

a?  =  t  cos  V,         y  =  t  sin  t?,         ^  =  ts, 

z  =  tang  cp  co^  By  —  tang  <p  sin  Bœ=^  qy  —  pœ^ 

et  par  la  différentiation  relative  à  B,  on  déduira  des  deux 


d'où 


de  4  de  de  ^ 

de       2  6  *^^-  de  ^3 


on  a  par  suite 


+ 1/2«— j««  )  cos  Ç  +|c2  C082C+ j  €»co8 3  çj êf  +  a/)  — 8w 


«r=^l-|-^— 6C08Ç— ~co8  2Ç  8a 


+  I  «  —  1  + 1  «^  C08  Ç  —  e  cos  2  Ç  —  g  «  »  cos  3  Ç  )  a8c . 
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dernières  relations  *  ... 

Iz  =  tZs  +  stty      Iz  =  yZq  —  xZp  +  qZy  —  p^œ, 

c'est-à-dire 

tts  -f-  «8t  =  yZq  —  a?8p  -f-  qly  —r  p8a?,  .    . 

Supposons,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  que 
Ton  prenne  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'orbite  de  m  à  une 
époque  déterminée  :  alors  ^,  p  et  ^  seront  de  l'ordre  des 
masses  perturbatriceâ  et,  en  négligeant  le  carré  de  ces  masses, 
on  pourra  écrire  simplement 

tls  =  yZq  —  œZp, 

Mais  les  termes  qui  proviennent  de  la  latitude  étant  de 
Tordre  du  produit  des  excentricités  par  les  inclinaisons,  quan- 
tités évidemment  fort  petites,  on  peut,  dans  le  calcul  de  8j, 
faire  abstraction  de  l'excentricité  de  l'orbite,  c'est-à-dire  sup- 
poser cette  orbite  circulaire,  ce  qui  donne 

t  =:  a,        X  =z  a  cos  /,        y  =  a  sin  /. 

Dès  lors,  on  a  pour  calculer  Is  en  fonction  des  variations  tq 
et  Sj>  dont  nous  avons  développé  précédemment  les  expres- 
sions 

(4)  Zs  =  sin  IZq  —  cos  IZp, 

Les  formules  (2),  (3)  et  (4)  que  nous  venons  d'établir  sont 
générales  ;  elles  expriment  les  variations  périodiques  des 
trois  coordonnées  r,  v,  s  en  fonction  des  variations  8a,  8^,  8p, 
8e,8pet89  des  éléments  de  l'orbite  elliptique,  et  peuvent  ainsi 
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servir  au  ca\c\i\deio\iies\esinégalités pértodiques que  raction 
perturbatrice  d'une  planète  quelconque  m  introduit  dans  le 
mouvement  d'une  autre  planète  m.  En  les  ajoutant  aux  va- 
leurs de  r„  Vs,  s,  calculées  dans  Torbite  elliptique,  mais  dont 
les  éléments  a«,  e„  p«,ont  été  préalablement  corrigés  de  leurs 
variations  séculaires,  on  aura  les  variations  totales  de  ces  élé- 
ments, ou  la  somme  de  tous  les  effets  dus  à  l'action  des  forces 
perturbatrices.  En  désignant  par  [r],  [i?],  [s]  ces  valeurs  com- 
plètes, on  aura  donc 

[r]  =  r,  -f  8r,        [v]  =  v,  +  81?,        [s]  =s.-\-  ts. 
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CHAPITRE  V 
Théorie  des  inég^alités  h  longues  périodes 


I  —  COMMENSURA^IUTÉ  APPROCHÉE  DES  MOYENS  MOUVEMENTS 

Considérons  un  terme  quelconque 

fl 

(a)  f^^^  (tn't  —  int4-Xi 

^  '  ^  cos  ^  *       ' 

du  développement  de  R.  La  variation  différentielle  d'un  élé- 
ment a  de  Torbite  elliptique  sera  représentée,  en  général,  par 
l'expression . 

dd,  =,  m"9'in  sîn  {i'rit  —  int  -[-  ^)  c?^ 

O'  étant  un  coeflîcient  de  même  nature  que  »,  et  l'on  aura 
•  pour  la  variation  finie  de  cet  élément 


/ 


rfa  =  T-y r-  cos  (int  —  en^  +  51). 

in  —  m  '      ' 


Or,  comme  l'intégration  fait  passer  en  diviseur  la  quantité 
i'rC — m,  on\oitque  les  termes  de  la  forme  (o),  quoique  géné- 
ralement forts  petits,  presque  insensibles  lorsqu'on  s'élève  aux 
carrés  et  aux  puissances  supérieures  des  excentricités  et  des 
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inclinaisons,  pourront  cependant,  après  leur  substitution  dans 
les  expressions  différentielles  des  éléments  elliptiques  et  leur 
intégration,  acquérir  des  valeurs  considérables  et  prendre  des 
périodes  dont  Tamplitude  dépendra,  en  général,  du  rapport 
de  commensurabilité  qui  existe  entre  les  moyens  mouvements 
nt  et  nt.  Si  ces  moyens  mouvements  s'éloignent  beaucoup 
d'être  commensu  râbles  entre  eux  ou  si  la  différence  in  —  in 
est  très  grande,  l'argument  prendra  des  accroissements  rapi- 
des, la  période  de  l'inégalité  sera  de  peu  de  durée  et  sa  gran- 
deur dépendra  uniquemenl  de  Tordre  auquel  elle  appartient 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons.  Si,  au  con- 
traire, i'n'  —  in  est  une  très  petite  quantité,  ce  qui  arrivera 
toutes  les  fois  qu'un  rapport  de  commensurabilité  existera 
entre  les  moyens  mouvements  n't  et  nt^  l'argument  du  terme 
dont  il  s'agit  sera  très  petit,  son  accroissement  fort  lent,  et  l'iné- 
galité correspondante  aura  une  durée  très  longue.  On  a  donné 
à  ces  inégalités  le  nom  6! inégalités  à  longues  périodes  ;  et  Ton 
peut  voir  chapitre  III,  livre  u,  toutes  choses  égales  d'ailleurs, 
que  les  plus  considérables  seront  d'abord  celles  du  moyen 
mouvement  p,  à  raison  du  très  petit  diviseur  [i'n' —  in)^  que  la 
double  intégration  introduit  dans  la  variation  finie  de  cet  élé- 
ment, et  ensuite  celles  qui  proviennent  de  Texcentricité  et  de 

la  longitude  du  périhélie,  à  cause  des  termes -y  dtei--T-dt 

que  leurs  expressions  renferment,  termes  qui  ayant  l'ex- 
centricité e  en  diviseur,  abaissent  respectivement  d'une  unité 
et  de  deux  unités  l'ordre  de  chaque  terme  de  R.  C'est  aux 
inégalités  de  cette  espèce  qu'on  doit  attribuer  les  grandes 
irrégularités  observées  dans  le  mouvement  des  planètes  Jupi- 
ter et  Saturne,  irrégularités  dont  on  avait  vainement  cherché 
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la  cause  avant  Laplace.  On  reconnaît,  en  effet,  en  comparant 

^  ]es  moyens  mouvements  nt  et  nt  de  ces  deux  planètes,  que 

l'excès  de  cinq  fois  le  moyen  mouvement  de  Saturne  sur  deux 

fois  le  moyen  mouvement  de  Jupiter  est  à  très  peu  près  le   — 

de  n,  circonstance  qui  rend  très  petite  la  quantité  5n'  —  2n 
et  qui  peut,  par  suite,  rendre  considérables  les  inégalités 
dépendantes  de  cet  angle,  bien  que  ces  inégalités  soient  au 
moins  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons.  C'est  ce  que  Laplace  a  reconnu  le  premier. 
Ce  grand  géomètre  a  prouvé  en  effet  que  le  moyen  mouve- 
ment de  Saturne  était  soumis  à  une  grande  inégalité  de  8896" 
centésimales,  dépendante  de  Tangle  on'  —  2n  et  dont  la 
période  est  de  neuf  cent  vingt-neuf  ans  environ  ;  qu'upe  inéga- 
lité correspondante  et  de  même  durée  existait  dans  la  théorie 
de  Jupiter,  et  qu'enQn  les  coefûcients  de  ces  inégalités  étaient 
de  signes  contraires,  en  sorte  que  le  moyen  mouvement  de 
Jupiter  s'accélère  lorsque  celui  de  Saturne  se  ralentit,  et  réci- 
proquement. En  1790,  ces  moyens  mouvements  étaient  égaux, 
mais  depuis  cette  époque,  c'est  le  mouvement  de  Jupiter  qui 
se  ralentit  et  celui  de  Saturne  qui  s'accélère. 


II  —  Réduction  des  termes  d'une  inégalité  a  longue  période 

RELATIVE    A   UN    ARGUMENT    DÉTERMINÉ 


Supposons  que  les  différents   termes   d'une    inégalité    à 
longue  période  dépendante  d'un  argument  donne  iV— m  soient 
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décomposés  en  sinus  et  en  cosinus  de  cet  angle,  et  mis  sous  la 
forme 

(1)   2  M'-'  ^^^  ^'^' ""  *'^) + 2^''  sî"  (^"^ — *'0' 

conformément  à  la  notation  du  chapitre  III,  livre  III. 

Si  l'on  veut  réduire  les  divers  termes  qui  composent  cette 
expression  en  un  seul  # 

(2)  1»  sin  [xt  —  il  +  51), 

il  suffira  de  poser 


tang  51  =  ^, 

ï»  et  51  étant,  comme  M/»/  et  N^  dont  ils  dépendent,  des  fonc- 
tions des  éléments  des  orbites. 

Car,  si  Ton  développe  l'expression  (2)  et  qu'on  compare 
ensuite  les  coefficients  de  cos  (i7'  —  il)  et  de  sin  [i't —  il)  avec 
ceux  semblables  de  la  somme  (1),  il  est  clair  qu'on  aura 

(4)  MiV  :=  y  sin  51,        N^  =  |)  cos  51, 

relations  qui  renferment  celles  (3). 

m.  —  Transformation  des  angles  cp  et  ô 


Dans  le  calcul  des  perturbations  planétaires,  on  a  souvent 
besoin  de  déduire,  des  valeurs  de  cp  et  de  0  qui  fixent  la  position 
de  l'orbite  de  m  par  rapport  à  l'écliptique,  celles  y  et  t  des 

ASTaO.XOMIB  THâORIQUB.  18 
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mêmes  éléments  rapportés  au  plan  de  Torbitede  m'.  Soient 
pour  cela  flg  i. 

YErécliptique; 

Nw  l'orbite  de  m; 

N W  l'orbite  de  w'; 

N,N'  les  nœuds  ascendants  de  ces  orbites; 

B  et  B'  les  longitudes  YN  et  YN  '  des  nœuds  N  et  N  '  ; 

Fig.  1. 


f  et  cp'  les  inclinaisons  respectives  des  orbites  de  m  et  de  m 
sur  l'écliptique. 

N''  sera  le  nœud  ascendant  de  Torbite  de  m  par  rapport  à 
celle  de  m',  et  Ton  aura 

T  =  YN  +  NN", 
t'  =  YN'  +  N'N^ 

Posons  dans  le  triangle  N'NN" 

NN''=:a  =  T— e,    N'N  =6  =  0  — ô',     N'N"=:c=t'  — 6' 

et 

A  =  <p',      B  =  Y,      C  =  i80  —  (p; 
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alors  par  les  formules  connues 

sîn  a      sin  6     .    ^  .    _         ai.*        r.       r 

-. — r  =  -: — Tî  sm  B  cos  a  =  sin  C  cos  A  +  sin  A  cob  C  cos  ft, 
sm  A      sin  B  '  ' 

on  en  déduira 

sin  Y  sin  (f  —  ^)  =  sin  <p'  sin  (0  —  O'), 
sin  Y  cos  (t  —  0)  ==  sin  (p  cos  (p'  —  sin  cp'  cos  (p  cos  (0  —  ôQ» 

Maintenant  si  Ton  développe  dans  les  premiers  membres  de 
ces  équations  sin  (t  —  ô),  cos  (t  —  6),  puis  qu'on  tire  les 
valeurs  de  sin  y  sin  t  et  de  sin  y  cos  t,  et  qu'enfin  on  pose 

p  =z  tang  (p  sin  6, 
,  q  =  tang  ^  cos  6, 
p'  =  tang  (p'  sin  6', 
q'  =  tang  tp'  cos  6', 

on  obtiendra,  après  quelques  réductions  faciles, 

■^sinT=i)  — p'+a  sin'l^^^  sin  (e  -  d^cosô, 

j    COStpCOS^  -r       x-     I  2  COS  <p  ^  '       , 

""  T    ,cosT=g-g'-28in»|^g^8in(e-(>>în9. 

C08(pC0S(p  '        ^  2  COS<p  ^  ' 

Dans  le  cas  où  (p  et  (p'  sont  de  très  petits  arcs,  on  peut  écrire 

j      sin  Y  sin  T  =  p  —  p\ 
I      sin  Y  cos  T  =  g  —  q\ 

Ces  équations  déterminent  Tinclinaison  mutuelle  y  ^^^ 
orbites  et  la  longitude  t  du  nœud  ascendant  de  m  sur  m'.  On 
obtiendrait  celles  qui  font  connaître  la  longitude  t'  du  nœud 


sm 
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ascendant  de  m' sur  m,  en  changeant  simplement  dans  les  pré- 
cédentes T,  p,  q,  cp,  6  en  t',  p',  q\  <p',  6'  ou  inversement,  et  re- 
marquant que  sin  y  prend  dans  ce  cas  un  signe  contraire. 


IV.  —  Relation  qui  lie  entre  elles  les  inégalités  a  longue 

PÉRIODE  DE  DEUX  PLANÈTES  m  ET  m!  SOUMISES  A  LEUR  ACTION 
MUTUELLE. 

Les  inégalités  correspondantes  des  moyens  mouvements  de 
deux  planètes  m  et  m\  soumises  à  leur  action  mutuelle,  sont 
liées  entre  elles  par  une  relation  analogue  à  celle  qui  a  lieu 
en  général  pour  les  inégalités  séculaires,  c'est-à-dire  que  Ton 
a,  en  ne  considérant  que  les  termes  du  premier  ordre  par 
rapport  aux  masses, 

m  V^â  8p  -|-  mVa'Bp'  =  o. 

Pour  démontrer  cette  importante  relation,  soient  : 

a?,  y,  z  les  coordonnées  de  la  planète  troublée  ; 
oc\  y'j  2,  celles  de  la  planète  troublante  ; 
^  et  y  des  différentielles  prises  respectivement  par  rap- 
port aux  coordonnées  de  m  et  de  m  ; 

et  posons 


P  =  \/[oo'  -  x)^  +  (y  ^  yY  H-  [z'  ^  z]K 
On  aura 
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d'où 

SR = m' h  (i)  -  "''^ + y'^y + ^'^^], 

y^  =  m  fy  (i)  -  EËïlij^^lif^l. 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par 

(M  -|-  in!)m  =  [x'm,     et     (M  -f-  m)m'  =  (xm, 
on  trouvera 

(A)  =.--[Hp) ^V^- J 

/      I            /f^'/lX       asdco' 4- ydy  4- zdz'~\ 
\     +i^^^l^[-) ^    H        J- 

Mais,  d'après  les  formules  du  mouvement  elliptique,  on  a 

ûG^ d^œ         y_ (Py         z_ â?z 

r^""^  dl*'       r3  ~"  ~"  dl\'       r^  ""  "^  17?' 

œ' d^x        y' d^y        z'  d^z'  . 

r'3  —  ""  cW'  '     r  5  "~  "■  dt^  '     r'3  ""  ""  "rf^  ' 

substituant,  on  aura  donc 
mm  +  mVR  '  =  mm'rf  p^^'  +  ^^y'  +  ^^rf^'  +  ij, 

et  en  intégrant 


Digitized  by 


Google 


278  LIVRE  IV   —  CHAPITRE  V 

Maintenant,  si  Ton  se  borne  à  considérer  dans  les  deux, 
membres  de  cette  équation  les  termes  qui,  dépendant  de  l'ar- 
gument i'nt  —  int  ont  pour  diviseur  in!  —  in  (a),  il  est  clair 
que  le  second  membre  de  Téquation  précédente  ne  renfermera 
aucun  terme  de  cette  espèce,  tant  que  Ton  n'aura  égard 
qu'aux  carrés  et  aux  produits  des  masses  m  et  m\  En  ne 
considérant  donc  que  les  termes  de  cet  ordre  dans  la  valeur 
de  (B),  on  aura  à  très  peu  près 

et,  par  une  seconde  intégration,  on  en  conclura 


c'est-à-dire,  en  mettant  pour  n  et  n  leurs  valeurs  -j  et  — » 


m  y/âZf  -f"  myJa'Zp  =  o, 
équation  d'oi\  l'on  tire 


Ainsi  les  inégalités  Sp  et  8p'  dépendantes  de  la  première 


(a)  Ces  termes  sont  en  effet  les  seuls  qui  puissent  acquérir,  par  une 
seconde  intégration,  le  carré  de  i'n'  —  in  dans  les  valeurs  de  fy  et  de  Bp\  et, 
par  là,  devenir  sensibles. 
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puissance  des  forces  perturbatrices,  sont  entre  elles  dans  le 
rapport  de  m'  V«  à  —  m  \[a.  Lors  donc  qu'on  aura  calculé  les 
inégalités  de  p  qui  ont  {{n  —  iw)*  pour  diviseur,  on  en  con- 
clura celles  correspondantes  de  p'qui  ont  le  même  diviseur,  en 

multipliant  les  premières  par j^- 
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Exemple    du   caleul  numérique   d'une    inég^alité    ù, 
long^ue  période 


I.  —  Première  opération.   —  Développement  de  la 

FONCTION  R 

La  délermination  des  termes  d'une  inégalité  àlongue  période 
repose  sur  une  suite  d'opérations  numériques  qui  sont  d'autant 
plus  longues  et  compliquées  que  Tordre  de  Tinégalilé  est  plus 
élevé.  Nousallons  indiquer  ici  les  principales  de  ces  opérations 
en  prenant  pour  exemple  le  cas  de  Goncordia  troublé  par 
Jupiter,  cas  très  remarquable  à  cause  du  rapport  de  commen- 
surabilité  approchée  qui  existe  entre  les  moyens  mouvements 
de  ces  corps.  En  comparant  les  valeurs  de  n  et  de  w',  on 
reconnaît,  en  effet,  que  l'excès  de  huit  fois  le  moyen  mouve- 
ment de  Jupiter,  moins  trois  fois  celui  de  Goncordia  est  à 

1 

fort  peu  près  le—  de  n\  circonstance  qui  rend  très  petite  la 

quantité  8n'  —  3n  (2110''  environ)  et  qui  peut,  par  suite, 
rendre  considérables  les  inégalités  dépendantes  de  cet  angle, 
surtout  celles  du  moyen  mouvement,  à  cause  de  la  grandeur 
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du  coefficient 


(8w'  —  3n)« 

qui  affecte  son  expression. 

Pour  en  déterminer  les  termes  principaux,  supposons  que 
m  se  rapporte  à  Concordia,  m!  à  Jupiter  et  soient  a,  e,  w,  (p, 
0,  e  ;  a',  e',  a>',  (p',  6',  s',  les  autres  éléments  de  leurs  orbites 
elliptiques,  ces  quantités  ayanl  la  signification  que  nous  leur 
connaissons.  Appelons  y  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites, 
laquelle,  à  Tépoque  que  nous  adoptons,  a  pour  valeur 
4".  34',  2'^  (a);  et  soit  t  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  m 
rapportée  au  plan  de  l'orbite  de  m'.  Posons  en  outre 

l—nt-^-t,         i  =  ni  -j-  e'. 

D'après  les  remarques  que  nous  avons  présentées,  pages  182 
et  suivantes,  on  sait  que  les  inégalités  de  l'espèce  de  celle  que 
nous  considérons  sont  au  moins  du  cinquième  ordre  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons.  Nous  aurons  donc  tout 
d'abord  à  développer,  jusqu'aux  termes  de  cet  ordre,  la  fonc- 
tion R  qui  exprime  l'action  réciproque  des  deux  planètes  (6). 
Or,  en  8*aidant  pour  cela  des  formules  générales  que  l'on 
trouve  au  livre  VI  de  la  Théorie  analytique  du  système  du 

(a)  La  peUtesse  de  cette  incliDaisoo,  juinle  à  celle  de  l'excenlricité  de 
Concordia,  permet  d'appliquer  ici  au  calcul  de  la  fuaclion  R,  la  môlhode 
que  nous  avons  développée  au  chapi're  I  du  livre  III.  En  effet,  dans  les 
limites  où  y,  e  et  e'  sont  donnés,  la  série  qui  représente  R  est  rapidement 
convergente. 

(6)  Les  termes  suivants  seraient  de  Tordre  Si'  —  3/  +  2,  8i'  —  3/  +  4,  etc., 
c'est-à'dlre  du  septième,  du  neuvième  ordre,  etc.  Nous  ne  roiisidérons  dans 
celte  appliculion  que  les  termes  de  Perdre  le  moins  élevé  parce  que  ce  sont 
eus  qui,  dans  l'expression  du  moyen  mouvement,  fournissent  la  parties 
principale  de  rinégalitô. 
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monde,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'on  aura  dans  le  cas  qui 
nous  occupe 

R  =  M<»'  e»  cos  (Sr  —  3/  —  5o)) 
+  M(*'  e*é  cos  (8r  —  3Z  —  -k»  —  w') 
-f.  M(*)  e»e'»  cos  (Sr  —  3?  —  3o)  —  Su') 
+  M(»)  e»e'»  cos  (8?  —  3f  —  2«  —  3»') 
4-  MW  eé*  cos  (Sr  —  3Z  —  «  -  iw') 
+  MW  c»  cos  (Sr  —  3Z  —  Su.') 

+  NW  c»  sin»  I  cos  (8?  —  3^  —  3o)  —  2t) 
+N«'  e»c'»  sin»  |  cos  (8?  —  3/  —  2»  —  «'  —  2t) 
+  N(»'  e«'»  sin»  \  cos  (8?  —  3^  —  «  -  2o)'  —  2t) 
-f  N^8J  e  »  sin«  I  cos  (Sr  —  3Z  —  3a)'  —  2t) 
+  N(*)  e  sin*  |  cos  (8/'  —  3/  —  co  —  4t) 
+  Nt»)  e'  sin*  I  cos  (Sr  —  3/  —  w'  —  4t). 

M^%  M<<)...,  et  N(0),  N(«).,.  sont  des  coefficients  fonctions  des 
éléments  des  orbites;  et,  si  après  avoir  posé 

R  =  K  sin  (%r  —  30  +  K'  cos  (8?  —  3/) 

on  compare  cette  seconde  forme  de  R  avec  la  première,  on 
en  conclura^  pour  la  variation  du  moyen  mouvement  de 
Concordia  ou  pour  la  valeur  de  8p, 

8p  =  przf^,  [K'  sin(8r  -  3^  -  K  cos  (8/  -  3i)] 
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expression  dans  laquelle  on  a 


a'm'K'=-^  [129168*'")  +  7006ô,'fi  +  14220ô,'|j -f-  13500^11 
-f  60  615',  +  *gi]  e»  cos  5  a>. 
—  ^  [1452156(''-|- 78993  blJ\+ 45858  *(îl+ 1470  bH] 

+  63  friî'i  +  ôi^Q  e*e'  cos  (4o>  +  «') 
4-  ^  [162408  U*i  4-  88848  J,'fî  +  17754  b[\\ 

+  1597  ftlJ'i  4-  66  m\  4-  *(•{]  e»e'*  cos  (3»  4-  2«') 

—  ^  [180150  *w  +  99594 b{\\  -{-  19607  éf|j 

+  1731  b{%\  4-  69  6|î{  H-  6§0  e'e'»  cos  (w  -}-  4a)') 
4-  ^  [197184  6(^)4-111120  b\\\  4-  21728  b[i] 

4- 1872  éjjj  4-  72  ô(|{  4-  &(»i]  ee'-i  cos  (o>  4-  4(û') 

—  gg^  [210968  ô<»'  4-  123240  b[^\  -{-  24020  Jjl} 

4-  2020  6(11  4-  75  éiîi  4-  Jj/fl  e'»  cos  5  o)' 

—  ^  [1103c(T'4-339c{ïH-33ciîi-|-ciîl]e»sin»|TCOs(3o)4-2T) 

4-  ^  [1488  c<«  +  433  c/«  +  38  c(«,i 

4-  c(|i]  eV  sin»  ^  y  «os  (2o)  4-  «'  +  2t) 

—  ^[2088  c(»'  4-  552  clîl4-43  cfîj 

i 
+  cfjj]  c«'  sin»  I  y  cos  (o)  4-  2»'  4-  2t) 

-f^  [3008  cf^)4-696c(JH-48  c[i|+c!JJK»8in»|TCOs(3a,'4-2T) 

—  ^*  [40  «<•'  +  «iîi]  «  «n*  I  Y  cos  (u,  +  4t) 
+  ^  [17  e<«  4-  e(l|]  e'  sin*  |  y  cos  (o,'  +  4t). 
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On  obtiendrait  une  expression  semblable  pour  aWK,  mais 
dans  laquelle  les  cosinus  seraient  remplacés  par  des  sinus. 


II.  —  Deuxième  opération.  — Calcul  des  quantités  U^\  é'\  c<'^ 

ET  DE  leurs   dérivées 

La  réduction  en  nombres  des  expressions  de  aWK'  et  de 
aWK  exige  que  l'on  connaisse  d*abord  les  valeurs  numériques 
des  quantités  U^\  c^'\  é^^  et  de  leurs  dérivées,  t  est  ici  compris 
entre  o  et  8  pour  W^  et  ses  dérivées;  entre  o  et  7  pour  c^'^  et 
ses  dérivées  et  entre  5  et  6  pour  ^'^  et  e\\\. 

En  suivant  la  marche  que  nous  avons  indiquée  au  para- 
graphe III  du  chapitre  11,  et  prenant  a  =  0,5190232,  ce  qui 
suppose 

a  =z  2.700374,  a  =  5.202798, 

on  obtient  les  résultats  suivants  : 


i 

b^') 

^liî  ■ 

^l^î 

à[i\ 

^ÎJ! 

mi 

0 

2.175248 

0.382592 

0.695927 

1.418373 

4.886528 

21.30K24 

1 

0.582491 

0.737137 

0.603703 

1.544781 

4.838756 

21.69372 

2 

0.229762 

0.5Î7720 

0.865194 

1.508133 

5.072619 

21.85271 

3 

0.100052 

0.33.498 

0.850314 

1.864913 

5.215977 

22.75349 

4 

0.015626 

0.197266 

0.695052 

2.048834 

5.988863 

23.56074 

5 

0.021373 

0.113928 

0.512448 

1.952738 

6.759491 

26.02948 

6 

0.010189 

0.064555 

0.353596 

1.671312 

7.059161 

28.59313 

•t 

0.004918 

0.036097 

0.233926 

1.322485 

6.645832 

31.76985 

8 

0.002396 

0.022238 

0.148977 

0.987079 

5.834711 

31.18750 

i 

C(i) 

eill 

^(  /  ) 

S  2 

c\i\ 

e^^^ 

e[i\ 

0 

4.003632 

6.428376 

21. 0*7848 

87.87080 

» 

0 

1 

2.815115 

6.755295 

20.36714 

87.81594 

» 

» 

2 

1.759066 

5.832454 

19.94401 

85.41839 

» 

1» 

3 

1.0443S7 

4.459008 

l>t.29l82 

82.34706 

» 

1» 

4 

0.602454 

3.ir6870 

15.46554 

77.36035 

» 

» 

5 

0.34112) 

2.121746 

12.25274 

68.71771 

2.402061 

17.87391 

G 

0.190661 

1.373584 

9.16269 

58.74700 

1.513699 

12.74584 

7 

0.105545 

0.861820 

6.58974 

46.82979 
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Supposons,  par  exemple  que  l*on  veuille  vérifier  les  valeurs 
numériques  de  c^  el  c^  En  faisant  i  =:  2  dans  les  formules  (IV) 
du  chap.  II,  livre  III,  on  a 


on  a  d'ailleurs 


a  =  0,5190232 

1  —  a  =  0.4809768 

1-f- a  =  1.5190232 

log(l  —  «)*  =  9.3642484 

J»  =  0.2297615 


loga  =  9.7151868 

log(l  —a)  =  9.6821242 

log  (1  +  «)  =  0.1815644 

log(l  +  «)»=  0  3631288 

ô»  =  0.1000521 

1 


I  (ô»  _  é»)  =  0,0648547    |  (è»  +  é»)  =  0,1649068, 


Ainsi 

log  5  =  0.698U700  log  5  =  0.6989700 

log  (1  -  a*)  =  9.3642484  log  (1  -f-  «)»  =  0.3631288 

log  r^,  =  1.3347216  log  ..  ^  ...  =  0.3358412 

log  I  (6»  —  6»)  =  8.8119415  log  |  (ô»  +  i')  =  9.2172386 

log  -  (c*  4-  c»)  =  0.1466631  log  ^  (c»  —  c»)  =  9.5530798 

1  (c»  +  c»)  =  1 .4017258  I  (c»  —  c')  =_-  0.3573384. 
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Les  valeurs  de  c^  et  c*  sont  donc 

c>  =  i  .759064,  c'  =  1.044387. 


III.  —  Troisième  opération  —  Calcul  de  t  et  de  y  — 
Evaluation  numérique  des  coEPnaENTs  y  et  il 


Nous  adopterons  pour  les  éléments  elliptiques  des  deux 
planètes  à  l'époque  7,  0  janvier  1865,  les  valeurs  suivantes  : 


CoDCordia 
n  =  292052^.59 
<û  =  189M0'.5'' 
e  =  0,0425625 
0  =  161M9*.50 
<p  =  5M'.5r 


Jupiter 
n'  =  109256^.00 
cû'  =  12*.9'.28' 
e'  =  0,0482627 
6'  =  99*.5'.23'' 
9  =  1M8'.37^ 


Dès  lors,  nous  aurons  par  l'emploi  des  formules  (a)  et  (p)  du 
chapitre  V, 


log  Ung  (p  =r  8.9446354 

log  sin  B  z=  9.5052963 

logcos  0  =  9.9765247  — 

logp  =  8.4499317 

log  q  =  8.9211601 

p  =  -4-  0.0281794 

q  =  -^  0.0833988 

p  —  p'  =  +  0.005594 


log  tang  (p'  =  8.3593165 

log  sin  ô'  =  9.9945117 

log  cos  ô'  =  9.1986047 

log/ =  8.3538282 

log  q'  =  7,5179212 

p'  =  -f  0.0225854 

^'  =  —  0.0036134 

q  —  q'  =  —  0.0797854 
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Nous  aurons  donc  d'abord 

log  2  =  0,3010300  log  2  =  0  3010300 

log  sin»  I  =  7.2846964  log  sin»  |  =  7.2846954 

log  lang  f  =  iB.3593165  log  tang  ^  =  8.3593165 

log  8in(6  —  ©0  =  9.9469007     log  sin  (0  —  ©')  =  9.9469007 

log  008  ©  =  9.9765247  —  log  sin  B  =  9.5052963 

5.8684673  —  5.3972389 

log  cos  (p  =  9.9983241  log  cos  (p  =  9.9983241 

5.8701432  —  •      5.3989148 

—  0.00007416  -I-  0.00002506 


8in 


3—;  8inT=-h0.0055198»  -iî2JL.  cost=-  0.0797603; 


cos  f  cos  f  '  COSfCOSf 

d'où 

T  =  176«.2'.29'. 

Nous  aurons  ensuite 

cos  9  cos  9'  X  0.0055198 

sm  Y  = '^ ^h 

'  sm  T 

log  cos  <p  =  9.9983241 

log  cos  <p'  =  9,9998863 

-     log  0.0055198  =  7.7419233 

7.7401337 

log  sin  T  =  8.8390746 

log  sin  Y  =  8.9010591, 
d*où 

y  =  4o.34'.2"; 

Ainsi  les  valeurs  de  t  et  y  sont  : 

T  =  176^2'.29^ 
Y  =  4«.34'.2^. 
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Maintenant  on  a,  en  prenant  m'  =  j^  et  effectuant  la  ré- 
duction en  secondes, 

am'K'  =  5.6099052  cos  5  co 

—  5.9042964  cos  (4<o-fu)') 
-f-  7.1893661  cos  (3a)+2u)') 

—  7.4819416  cos  (2<o+3u)0 

—  7.4729953  cos  (a)-|-4o)') 

—  7.0643160  cos  5co 

—  6.2278242  cos  (3o)-f-2T) 

-j-  7 .  0399799  cos  (2  a>  +  co'  +  2t) 

—  7.3798305  cos  (co  +  2(o'-f  2t) 
+  7.2468543  cos  (3a)'+2T) 

—  5.5658626  cos  ((o+4t) 
+  5.9438143  cos  (a)'+4T). 

On  a  d'ailleurs 

log  n  =z  5.4654617,  log  n^  =  10.9309234, 

log(8n'—3n)= 3. 3242825,       log  (8n'—  3n)»  :=    6.6485650, 


en  sorte  que 


'««(8!=âô«=^-^^*'«"-' 


'  (8n'— 3rt) 

et  si  à  ces  nombres  on  associe  les  suivants  : 

log  cos  5w  =  r.8430214  -        log  sin  5a)  =  r.85o7617  — 
logcos(4a>-[-a)')=r818i208-f  log  sin  (4co-|-a)')=r8766363  + 
iog  cos  (3a)-[-2u)')=î  .7910853  -  log  sin(3a>-|-2u)')r=l  .89546 i  1— 


Digitized  by 


Google 


jr^^^ 


CALCUL   d'une  inégalité   A  LONGUE  PÉRIODE  289 

on  obtient  enfin  pour  la  valeur  numérique  de  Tinégalité  8p  de 
Goncordia,  mise  sous  la  forme  d'un  seul  terme. 

8p  =  444''  sin  (8?  —  3/  +  89o.8'.31'0. 

Le  rapport 

360« 


(8n'— 3n) 


assigne  à  cette  inégalité  une  période  dont  la  durée  est  de 
224970  jours  moyens  ou  615,96  années  juliennes. 


ASTRONOMIE  THâORIQUB.  19 
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LIVRE  V 

APPROXIMATIONS  DES  ORDRES  SUPÉRIEURS 
PERTURBATIONS  DU  SECOND  ORDRE  PAR  RAPPORT  AUX  MASSES 


CHAPITRE  I 

Développement  de  la  fonetion  R  ordonné  suivant 
les  puissances  des  niasses 


I.  —  Expression  analytique  des  termes  d'ordres  supérieurs 

PAR  RAPPORT  AUX  FORCES  PERTURBATRICES 

Nous  avons  développé  dans  le  livre  lY  les  inégalités  dépen- 
dantes de  la  première  puissance  des  forces  perturbatrices.  Il 
nous  reste  à  considérer  maintenant  les  inégalités  dépen- 
dantes de  la  seconde  puissance  de  ces  forces,  inégalités  qui 
sont  surtout  rendues  sensibles  par  les  très  petits  arguments 
que  leurs  expressions  renferment  en  diviseur,  et  que  Tintégra- 
tion  leur  fait  acquérir. 

Les  considérations  à  Taide  desquelles  on  passe  des  termes 
du  premier  ordre  à  ceux  du  second  ordre,  et  généralement 
des  termes  de  l'ordre  n  —  là  ceux  de  l'ordre  n,  sont  les  sui- 
vantes : 

Concevons  chacun  des  éléments  qui  entrent  dans  la  fonc- 
tion R,  comme  décomposés  en  deux  parties  :  l'une  constante 
à  l'époque  que  l'on  considère,  et  l'autre  variable  et  de  l'ordre 
des  forces  perturbatrices.  Alors  les  éléments  de  l'orbite  trou- 
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blée  au  lieu  d'être  représentés,  comme  dans  la  première  ap- 
proximation, par  a,  e,  e,  (û,  p,  q;  a\  e'..,,  9',  pourront  s'écrire 

a  +  Sa,     e-|-8ô,     e  +  8e q-^-^q^ 

a'+la\   ô'-f-8e',     6'  + 8s' ^'+8^', 

et  Itty  le...  Ici,  lé,.,  exprimeront  ici  les  seules  variables  de  la 
question. 

Or,  si  Ton  fait  la  substitution  des  valeurs  ci-dessus  dans 
R,  puis  qu'on  développe  suivant  les  puissances  et  les  produits 
des  quantités  8a,  8e,...  8a',  lé.,  cette  fonction  deviendra 

R„  =  R  -f  8R  +  8>R  +  88R  -[-  ...  etc.  ; 

et  comme  R  est  déjà  du  premier  ordre  par  rapport  aux  matsses, 
on  voit  que  le  développement  général  de  R„  ordonné  suivant 
les  puissances  des  masses,  se  composera  des  termes  suivants: 

Termes  du  deuxième  ordre  par  rapport  aux  masses. 
,srx       d^  -,      ,    8R  ^     ,    SR  -,     ,  ,  8R  -, 

Termes  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  masses 

Termes  du  qiuntrième  ordre  par  rapport  aux  masses. 
H  û?3R  d^R   ^  ^  ,    ,  ,    c?3R .  ,•   ,      ). 
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et  ainsi  de  suite  pour  les  termes  des  ordres  suivants.  En  subs- 
tituant donc  dans  R^  à  la  place  de  ha,  Ze,.  Za\  Se'...  leurs 
valeurs,  à  mesure  qu'elles  seront  fournies  par  les  approxima- 
tions successives,  on  obtiendra  la  valeur  exacte  de  cette  fonc- 
tion, jusqu'à  tel  ordre  de  termes  que  Ton  aura  voulu  consi- 
dérer. 


II.  —  Autre  forme  du  développement  de  H  ordonné  suivant 

LES    PUISSANCES  DES  MASSES 


Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  regardé  R  comme  une 
fonction  des  éléments  des  orbites  de  m  et  de  m\  Mais  on 
peut  aussi  faire  dépendre  cette  quantité  des  coordonnées  hélio- 
cenlriques  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète  troublante, 
et  développer  suivant  les  produits  et  les  puissances  des  très 
petits  accroissements  que  prennent  ces  coordonnées  en  vertu 
des  forces  perturbatrices. 
Si  donc  Ton  représente  par 
r,  t?,  s  le  rayon  vecteur,  la  longitude  et  la  latitude  de  m 

dans  son  mouvement  elliptique; 
r',  v\  8  les  mêmes  éléments  relatifs  à  m'  ; 
tr,  tVf  Bs;  8r',  St?',  Zs'  les  parties  de  ces  coordonnées  ducs 
à  l'action  de  m  et  de  mf,  on  aura  : 

Termes  du  deuxième  ordre 
o?R  ^     I   «^R  ^     I    c?R .     .    dR^,.dR^..dR., 
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Termes  du  troisième  ordre. 


et  ainsi  de  suite. 

Il  resleàdéierminer  les  valeurs  des  dérivées-r-'"7—"^^'  etc. 

dr  dv     dr^- 

qui  figurent  dans  ces  expressions.  Or  si,  en  ne  considérant  que 

les  termes  du  second  ordre,  on  pose 


d'où 


on  aura 


.r  =  a(l-|-fx), 
dr  =  c?a  (1  +  }^\ 


et  par  suite  il  viendra,  en  remettant  pour  (1  +  |x)  sa  valeur  -> 


dr  da 

Quant  à  l'expression  de  --t-î  on  a  généralement,  comme  on 


l'a  va  page  259, 


rfR_c?R       c?R 
dv       ndt  "^  dis} 


Enfin,  si  l'on  désigne  par  a?,  y,  z  les  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires de  m  rapportées  au  centre  du  Soleil,  on  a,  aux 
quantités  près  de  l'ordre  que  nous  considérons. 


dR_dR 

ds       d^ 
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//R    //R   //R 

On  formerait  de  la  même  manière  les  valeurs  de-v7> -^7' Tr7' 

ar    av    as 

relatives  à  m\  et.  par  de  simples  différentiations,  on  en  con- 
clurait celles  des  dérivées  des  ordres  supérieurs. 


III.  —  Variations  finies  des  éléments  de  l'okbite  éllipti  que 

EN  AYANT  ÉGARD  AU  CARRÉ  DES  FORGES  PERTURBATRICES 


Considérons  en  particulier  la  variation  du  grand  axe  de 
Torbite  de  m,  laquelle,  lorsqu'on  n*a  égard  qu'à  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices ,  est  représentée  par 
l'expression 

dt 

Si  dans  une  troisième  approximation,  on  veut  tenir  compte 
des  termes  qui  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses, 
il  faudra,  conformément  à  ce  que  nous  venons  de  dire,  rem- 
placer a  par  a  -{-Za  eiR  par  R  +  BR  ;  et  Ton  aura  ainsi 

/fR  1 

ou  en  posant -T- c?^  =  - «^R ,   t>  désignant   une  différentielle 

relative  au  temps,  prise  en  ne  faisant  varier  t  qu'autant  qu'il 
est  multiplié  par  n 

cfa  =  2  (a  +  8a)«  pR  +  2)8R]. 
Le  développement  de  {a  -|-  Zàf  au  degré  d'approximation 
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que  nous  considérons  est  a^  -|-  2a8a,  c'est-à-dire  en  rempla- 
çant 8a  par  sa  valeur  fournie  par  la  première  approximation 

Substituant  puis  intégrant,  on  aura  donc 

(a)      la  =  ia^^R  +  2a^?8R  -f  Sa»  /  pR   f  Î)R]. 

L'expression  du  moyen  mouvement  est 


OU 


^  =  —  3  f  f  andtbR] 

et  si  pour  avoir  égard  aux  termes  qui  sont  du  second  ordre 
par  rapport  aux  masses,  on  change  a  en 

a  -[-  8a  =  a  +  2a«   r  c)R, 

puis  qu'on  intègre,  on  trouvera 

{b)  8p  =  —  San  f  df  f  7^ZR+  3a^n  f  dt  f  pR  +  f  ^R]- 

Les  variations  finies  des  autres  éléments  s'obtiendraient  de 
la  même  manière,  mais  les  expressions  en  seraient  nécessai- 
rement beaucoup  plus  compliquées.  Cependant  comme  les 
termes  du  second  ordre  sont  généralement  peu  considérables» 
et  que  ce  n'est  que  par  Tintégration  qu'ils  peuvent  devenir 
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sensibles,  on  peut,  le  plus  souvent,  dans  la  détermination  de 
ces  termes,  s'en  tenir  à  ceux  que  fournissent  les  expressions 
de  Sp  et  Sp',  expressions  qui  sont  en  effet  les  seules  qui 
puissent  renfermer  en  diviseur  les  plus  hautes  puissances  de 
l'argument  xn!  —  m. 

Quant  aux  perturbations  des  coordonnées  héiiocentriques 
r,  r,  5,  qui  dépendent  du  second  ordre,  on  les  déduira  aisé- 
ment de  celles  des  éléments  elliptiques  appartenant  au  môme 
ordre,  en  employant  pour  cela  les  formules  (2),  (3)  et  (4)  que 
nous  avons  développées  au  chapitre  lY  du  livre  lY. 
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De  la  g^rande  inégalité  de  Jupiter  et  de  Saturne  — 
Détermination  des  ternies  de  la  g^rande  inég^alité 
qui  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  niasses. 


I.  —  Combinaisons  des  divers  arguments  dans  lesquels  peut 
SE  décomposer  l'angle  5n  '  —  2w. 

Nous  allons  appliquer  les  considérations  qui  précèdent  à  la 
détermination  analytique  des  termes  du  second  ordre  qui 
dépendent  de  l'argument  5n7 — 2w^de  la  grande  inégalité 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  termes  qui  sont  surtout  sensibles 
dans  les  valeurs  de  8p  et  8p',  a  cause  du  très  petit  diviseur 
|5n'  —-  2nf  que  l'intégration  leur  fait  acquérir. 

Dans  ce  calcul,  nous  pourrons  regarder  R  soit  comme  une 
fonction  donnée  des  coordonnées  r,  r,  5,  r',  v',  «'  de  la  pla- 
nète troublée  et  de  la  planète  perturbatrice,  soit  comme  une 
quantité  dépendante  des  éléments  elliptiques  a,  e,  s,..  a\  e\  s! 
de  ces  corps.  Si  dans  le  premier  cas  on  pose 

^-,        dR.     ,    cm  ^     i  dR^     .    dR  ^,   ,    dR .  ,  ,    dR  ^  , 


dr       ~  dv       ^  ds       ^  dr'       ~  dv'         '    ds* 

dR\     ,    ^'.     X  dR\    ,   dR\  ,  .  dR\  ,  ,   rfR' 

dr        ^    dv        *    cfe        ^    dr         ^    dv         ^    ds 
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il  est  clair  qu'il  faudra,  pour  obtenir  les  inégalités  dont  nous 
parlons,  combiner  entre  eux  les  différents  termes  des  fac- 
teurs—et  Br?  — et  dr  etc.  qui  composent  les  expressions  de 

BR  et  BR',  de  manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  ar- 
guments dont  ils  dépendent  soit  toujours  égale  à  5n'  —  an  ; 
il  faudra  de  plus  que  la  somme  des  exposants  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  dans  les  termes  considérés,  ne  surpassent 
pas  trois.  Or,  si  l'on  désigne  par  ^t  et  p't  respectivement,  les 
arguments  des  termes  de  la  fonction  perturbatrice  et  des  iné- 
galités Ir^  Bt7,  etc,  il  n*est  pas  difficile  de  voir  que  les  combi* 
naisons  de  p  et  p'  qui  satisferont  aux  conditions  énoncées 
seront  les  suivantes  : 

Combinaisons  résultant  de  Vaddition  des  arguments  p  et  p' 

p  =  0,  ^  zrin'  --n.  p  =  2»'  —  2n, 

p'  =  5n'  —  2n  ;  p'  =  4n'  —  n  ;  p'  =  3n  ; 

p  =  n,  p  =  2n'  —  n,  p  =  3n'  —  2n, 

p'  =  4n'  —  2n  ;  p'  =  3n'  —  n  ;  p'  =  2n'. 

Combinaisons  résultant  de  la  soustraction  des  arçuTnents^et  p 

p=:6n'— 3n,  p=6n— 4n,  p=6n'— 5n,  p=:6n'— 6n; 

p'=:n'— n;  p'=:2»'— 2n;  p'  =  n'— 3n;  p'=n'— 4n, 

p=7n'— 4n,  p  =7n'  — 5n,  p  =ln'  -  6n,  p  =:7n'— 7n; 

p'  =  2n'  — 2n;  p=2n'— 3n;  p'=2n'— 4n;  p'=2n'— 5n; 


Ces  diverses  combinaisons  sont  doubles  parce  qu'on  peut  y 
permuter  entre  elles  les  lettres  p  et  p'.  Relativement  aux 
combinaisons  qui  satisfont  à  la  condition  p —  p'  =  5«'  —  2n, 
comme  le  nombre  en  est  illimité,  on  ne  peut  pas  espérer  d'avoir 
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toutes  les  inégalités  qui  en  résultent  et  l'on  doit  se  borner  à 
calculer  les  plus  considérables.  En  général,  ce  sont  celles  dont 
les  arguments  renferment  les  plus  petits  multiples  des  moyens 
mouvements  ntein't.  Nous  disons:  en  général,  car  il  parait 
bien  difficile  de  discerner  dans  le  nombre  infini  de  ces  inéga« 
lités,  celles  dont  les  valeurs  sont  sensibles  et  celles  qui,  au 
contraire,  demeureront  toujours  inappréciables.  Tout  Tart  du 
calculateur  consiste  à  faire  cette  distinction  et  elle  exige  beau- 
coup de  tact  et  d'habileté. 

II.  —  Expressions  analytiques  des  valeurs  de  8p  et  8p'  qui 

RÉSULTENT  DE  LA  COMBINAISON  PAR  VOIE    D' ADDITION    DES  ARGU- 
MENTS  pt  ET  ft. 

Pour  donner  un  exemple  du  calcul  des  termes  du  second 
ordre  dont  les  arguments  ^f  et  pU  satisfont  à  la  condition 
p  4"  P'  =  5  n'  —  2n,  nous  considérerons  le  cas  de  p  =  o 
et  p'  =  5n'  —  2n,  et  nous  nous  proposerons,  en  premier  lieu, 
de  déterminer  les  inégalités  résultant  de  la  combinaison  des 
termes  de  R  qui  dépendent  de  l'argument  o,  avec  ceux  de 
Zr  et  8r'  qui  ont  pour  argument  5n't  —  2n^ 

Les  valeurs  de  p  et  de  p'  relatives  à  Jupiter  et  h  Saturne  et 
qui  dépendent  du  carré  de  la  force  perturbatrice  étant  expri- 
mées par 

l    8p  =  —  3dn  Jdtf^iZK  +  Sa^nfdljhRj^R 
j    8p'  =  ^3aV  r^i  ry8R'+3aVy'rf/y'  l'Y^p'YC 

on  aura,  en  ne  considérant  d*abord  que  les  premiers  termes 
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de  ces  formules 

8p  =  -  3anfdtp  [f  8r  + +  f  rf,'  + ]. 

8p'  =^  -  Zan'fdtfy[^  dr  + +§;'  dr  + ], 

expressions  dans  lesquelles  les  caractéristiques  d  et  d'  se  rap* 
portent  aux  coordonnées  de  m  et  de  m  respectivement,  et  où 
a^  n,  a\  n ...  ont  les  significations  que  nous  leur  connaissons. 
Or,  si  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  non  périodique  de  R 
on  pose 

dans  le  cas  de  Jupiter  troublé  par  Saturne,  et 

z 
dans  celui  de  Saturne  troublé  par  Jupiter,  on  aura 

■d*où  en  différentiant  la  première  de  ces  valeurs  par  rapport 
à  8r  sans  faire  varier  8r',  et  la  seconde  par  rapport  à  Br'  en 
y  regardant  Zr  comme  constant 

dt  '^  2     fia    dt  ' 

m'  _  m  dk^  rf8R 
dt    '^  %    da'     dt' 
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Soit  4>  =  Sr  —  2/,  et  prenons  pour  les  parties  de  8r  et  de 
Zr'  qui  dépendent  de  Tangle  5n7  —  2nt  \ 

|  =  GC08(*  +  p),  I 


d'où 


dt 


^=G'cos{<b+g'), 


—  a  (5n'  —  2n)  G  sin  (*  +  ^), 


dl 
il  en  résultera 


^  =  -  fl'  (5«'  -  2«)  G'  sin  (*  +  gy, 


_.  =  _  _  aa'  I5n'  -  2n)  -^  G  sin(*  +  g), 


-^  =  -^û»  (5n  -  2n)-^G  8in(e+^'). 
ety  par  suite,  on  aura  [a) 

8p=:  — 3anJ  û?^  — =  C  Y^wr  (5n  —  2n)-^Gsin(*-f-(7), 
8p'==-3aVjeft^=G'|a'»(5n'-2n)^^G'8in^ 


avec 


p 3wn'  p. San  _^  o^ 


(a)  Bien  que  multipliées  par  Sn'  —  2n,  ces  expressions  de  tp  et  do  S/s'n^en 
août  pas  moins  de  l^ordre  des  termes  que  nous  considérons  ;  car  G  et  G'  ren- 
fermant implicitement  le  diviseur  5n'  —  '^jn,  les  valeurs  de  C  et  de  G'  sub- 
sistent évidemment  sans  modification. 
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Combinaison  inverse  de  la  précédente 

Proposons-nous  actuellement  de  déterminer  les  valeurs 
de  Sp  et  de  8p'  qui  se  rapportent  à  la  combinaison  des  termes 
de  R  dépendant  de  l'argument  5n'  —  2n,  avec  ceux  de  8r  et 
de  8r'  qui  sont  relatifs  à  l'argument  zéro.  Soient 

R  =  7/i'N  sin ^  -f-  mK  cos *, 
R'=  7;iN  sin<ï>  +  wN'  cos^, 

d'où 

8R=m(^8r+^8r)sm*+,n(-8r+^ar')cos<^. 

En  désignant  par  G  et  G'  les  parties  constantes  de  —  et  — r  ^ 

et  posant  8r  =  aG,  8r'  =  a'G', 

on  aura  après  avoir  diHerentié  les  expressions  précédentes  de 
8R  et  de  8R',  la  première  par  rapport  à  ni  en  regardant  nt 
comme  constant,  et  la  seconde  par  rapport  à  rit  considéré 
comme  seule  variable. 


a^8R 
dt 


dt 


=  -  2m'n  La'  ^  G  +  a'^  g,  ff)  cos  * 
+  2-n(-'f^G4-a-fG')sin*, 

—  5mw  (  aa  -^  G  +  a ^  ^  G  \  sin  4»t 
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expressions  d'où  Ton  peut  conclure,  à  cause  de  la  relation  très 
approchée  5n'  =  2/i, 

D8R^       _mn  ^SR 
dt  m  n    di 


c'est-à-dire 


m  ^  /à  ^ 


Quant  à  la  valeur  de  8p  qu'il  faut  connaître  pour  détermi- 
ner 8p',  elle  est  égale  à 


C  ayant  pour  valeur 


(5n'  —  2w)2 

Calcul  des  seconds  termes  des  valeurs  de  8p  et  de  8p'. 

Considérons  maintenant  les  inégsilités  de  8p  et  de   8p'  qui 
résultent  du  développement  des  termes 


^aH  J  dtf[dRf^R]j 
Za'H'  J  dt\  J[b'K  J  -è'K]* 


En  posant  comme  précédemment 

R  =  m'N  sin  <t  +  ^  N'  cos  <t, 
on  aura 

—  =  —  2m'nN  cos  4>  +  2m'nN'  sin  *, 
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d'où 

K  étant  une  constante  introduite  par  Tintégration. 

On  aura  par  suite  en  n'ayant  égard  qu*aax  termes  qui,  dé- 
pendant de  l'argument  5n'^  —  2n^,  sont  seulement  du  troi- 
sième ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons, 

/  rf^  /  [.m  /  ?R]  =  (I^JN  cos  *  -  N- sin  *], 

expression  qu'il  faudra  multiplier  par  3a^n,  si  Ton  veut  avoir 
la  valeur  correspondante  du  second  terme  de  8p. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  Tinégalité  qui  se  rap- 
porte au  second  terme  de  8p' ,  et  joignant  cette  inégalité  aux 
trois  autres,  on  aurait  les  valeurs  complètes  de  8p  et  de  Sp' 
relatives  à  la  combinaison  p  =  oetp'  =  Sn'  — an  que  nous 
venons  de  considérer. 

Relativement  aux  autres  combinaisons,  on  peut  remarquer 
qu'il  est  inutile,  dans  le  calcul  des  inégalités  qui  en  résultent, 
d'avoir  égard  aux  seconds  termes  des  formules  (A).  Car,  pour 
toutes  les  combinaisons  dont  Tun  des  arguments  p  ou  p'  ne 

renferme  pas  nt^  on  a  ^R  =  o,  et,  par  suite,  ^R  T^R  =  o  ;  et 

pour  toutes  celles  dont  les  arguments  dépendent  de  cet 
angle,  il  est  aisé  de  vérifier  que  la  double  intégrale 


fdtf\}^Rfm] 


acquiert  le  diviseur  (on  —  2n)2en  même  temps  qu'elle  acquiert 
le  multiplicateur  5n'  —  2n.  Dans  le  calcul  des  valeurs  de   8p 
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et  de  Bp^  relatives  à  toutes  les  combinaisons  autres  que  celles 
p  =  0  et  p'  =  6n'  —  2w,  on  pourra  donc  s'en  tenir  aux  pre- 
miepa  termes  de  ces  exppessiojiJ^,<c'est-à-<lire.pr-endF€L 

Sp  =  —  Sanfdtf^^ZR,      8p'  =  —  M'ri Jdt  J^IVC- 


III.  —   Des  inégalités  du  sfxond  ordre  qui   dépendent   du 

DOUBLE    DE  l'aRGUMENT    DE    LA   GRANDE   INÉGALITÉ   DE  JUPITER 
ET  DE  SATURNE. 


Les  termes  de  Tordre  du  carré  des  masses  que  nous  venons 
de  considérer  dans  l'expression  du  moyen  mouvement,  ne 
sont  pas  les  seuls  qui  aient  une  influence  marquée  sur  les 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Il  existe  encore 
dans  les  longitudes  moyennes  de  ces  planètes,  des  inégalités 
dépendantes  de  Tangle  2  {pnt  —  ^nt),  et  qui,  acquiérant  par 
la  double  intégration  le  1res  petitdiviseur  (5n' —  2n)^,  peuvent 
par  cette  raison,  devenir  sensibles,  bien  qu'elles  soient  du  si- 
xième ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons, et  du  second  par  rapport  à  la  force  perturbatrice.  On 
♦conçoit  en  effet  que,  puisque  l'expression  de  ef»;  renferme  des 
termes  dépendants  de  Tangle  on't  —  ^nt  et  ayant  (5/*'  — ân)^ 
pour  diviseur,  si  Ton  >ient  à  combiner  ces  termes  avec  ceux 

de  -j-  dépendants  du  même  angle,  il  devra  en  résulter  dans 
dv 

8p  des  inégalit'îs  ayant  en  diviseur  (on' — 2n)*.  De  sem- 
blables termes  se  rencontrent  encore  dans  les  variations  des 
autres  éléments,  mais,  là,  le  diviseur  5n'  —  2nn'y  est  plus  élevé 

ASTROKOMIB  THÉORIQUS.  20 
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qu'à  la  troisième  puissance.  Relativement  à  la  variation  du 
moyen  mouvement,  on  peut  observer  que  le  second  terme  de 
son  expression  fournit  exclusivement  des  termes  ayant 
{on'  —  2n)*  pour  diviseur.  Car  si  Ton  suppose 


d'où 


R  =  m'H  sin  (*  -f  A), 

SR  =  —  ^m'ndm  cos  {*  +  A), 
2m'n 


on  en  conclut 

et  il  est  évident  que,  dans  cette  expression,  Texposant  du  di-  i 

viseur  doit  augmenter  d'une  unité  lorsqu'on  effectue  la  der-  I 

nière  intégration.  , 

En  général,  les  termes  dont  nous  parlons  sont  peu  sensibles  I 

surtout  devant  ceux  affectés  du  diviseur  (5n' — 2n)^  et  que  four-  , 

nit  la  première  partie  de  l'expression  de  8p.  Ils  le  deviennent  I 

cependant  dans  une  circonstance  remarquable  ;  c'est  lorsque  i 

les  excentricités  de  m  et  de  m'  sont  très  petites.  Alors  non  I 

j 
seulement  les  seconds  termes  sont  comparables  aux  pre- 
miers, mais  il  peut  môme  se  faire  que  les  inégalités  de  l'ex- 
centricité et  de  la  longitude  du  périhélie  surpassent  en  gran- 
deur celles  du  moyen  mouvement.  La  théorie  des  satellites  de 
Jupiter,  dans  le  calcul  des  inégalités  dépendantes  de  l'angle 
nt — 3/*'/  -j"2w%  offre  un  exemple  de  ce  cas  remarquable. 
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Développement  des  inég^alltés  du  seeond  ordre  par 
la  méthode  de  la  variation  den  constantes  arbl^ 
tr  aires. 


I.  —  Transformation  des  valeurs  de  Sa,  Ze...  Zq. 

Au  lieu  de  regarder  R  comme  une  fonctioa donnée  des  six 
coordonnées  polaires,  r,  r,  5,  r',  t?',  s  de  la  planète  troublée  et 
de  la  planète  perturbatrice,  on  peut,  comme  on  Ta  \u  au 
chapitre  I,  faire  dépendre  cette  quantité  des  éléments  ou  cons- 
tantes arbitraires  a,  e,u>...  et  prendre,  en  conséquence,  pour 
la  variation  de  R  qui  est  de  Tordre  du  carré  des  masses 

^„       dR^     ,   rfR  ^  ,  ,   c?R  ^     ,   rfR  ^  ,   ,  ,   dTi  ^  , 

Nous  avons  donné  au  chapitre  IV  du  livre  IV  les  valeurs  de  8a, 

8e,...  Zq  qui  entrent  dans  cette  expression  de  SR  ;  mais  pour 

les  applications,  il  convient  de  transformer  ces  valeurs  dema- 

sin 
nière  adonner  au  terme  m'9        @  qui  les  affecte,  la  forme 

cos     ^  ' 

(a)  N  8in(î7'  —  il)  +  N  '  cos  {ïT  —  il). 

Considérons,  par  exemple,  la  variation  du  demi-grand  axe 
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représentée,  comme  on  sait,  par  Texpression 

Ba  =  —  r:ri ^^  * cosS. 

(tn'  —  tnj. 

Si  Ton  veut  que  le  terme 

œ  cos  e  =  *  cos  [i'r  —  il  —  Xû)  —  X'o>  '  —  2X^t) 

prenne  la  forme  proposée  (a),  il  faudra  supposer 

N  =  «sin(Xa)4-X'o>'-f-2X^T),     N' =  $cos(X<o  +  Xa>'4-2X|T); 

et  alors  il  viendra 

(A)      8a  =^  -  ^W—^l  [^  ^^" ^'^'  ~  '^)  +  ^  '  ^*'' (''^'  —  *'^j- 

La  variation  de  Texcentricité,  en  négligeant  e^  vis-à-vis  de 
Tunité,  est 

Ze  =  ,  ^'^  .   —  cos(î7'  —  il  —  X(o  —  X'o)'  —  2X,t)  ; 
{n'  —  tn  e         ^  *  '  • 

et  comme  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  de  Tordre  i' —  t  , 
le  coefficient  ^  a  cette  forme-ci 

d^       ÏX     '  . 

on  en  conclut  -3-  :=  — •  Par  suite,  on  a 
ae        e 

^e  =  -4^^  Ç  cos(iV'  -  il  -  Xco  -  X'o>'  —  2X<t), 
l'n  —  tn  de 

c'est-à-dire  en  comparant  cette  expression  avec  la  somme  (a) 
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Lès  expressions  des  autres  variations  8*obtiendraient  par 
une  analyse  semblable  et  Ton  trouverait  pour  Bco,  Zp,  Zq,  les 
valeurs  suivantes  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite  : 

et(3>  =  TT-. r-     -r-sin(ir —  il) — -r-cos(î7'  — t/)  I» 

vn  — iny^de        ^  ^      de        ^  ^J 

^             m'XsinvrrfN'.    ,.„,       .-      c?N      ,.„,       .,C\ 
lp= jT-, — M  -7-sin(t7'--20— 3-cos(i7'  — z/)  h 

\   ^  siny(in'— 2n)Lrf7i       ^  -^  '    c?7i        ^  ^J 

II.  —  Application  des  formules  précédentes  au  calcul  des 

TERMES  DU  SECOND  ORDRE  DE  l'iNÉGALITÉ  $p. 

Nous  allons  appliquer  les  formules  qui  précédent  à  la  dé- 
termination des  termes  de  la  partie  de  8p  qui  résulte  de  la 
combinaison  des  deux  arguments  ont  —  2nt  et  o,  mais  en 
tenant  compte  dans  la  partie  non-périodique  de  R  des  termes 
dépendants  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  termes  que 
que  nous  avons  négligés  dans  Tapplication  que  nous  avons 
faite  au  §  II  du  chapitre  II. 

Soit  donc  en  n*ayant  égard  qu*aux  quantités  dont  nous 
parlons, 

+  Ç  {eélX  '  cos  (a>  '  —  co)  —  ^  aa'B<<>Y. 

Alors  H  relativement  à  m  (nous  ne  nous  occupons  ici  que 
de  la  partie  de  811  qui  doit  être  substituée  dans  8p)  sera  une 
fonction  des  quatre  variables  a,  e,  w,  y,  et  Ton  aura  pour  la 
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variation  de  cette  fonction  qui  est  de  l'ordre  du  carré  des 
farces  perturbatrices 

(S)       s,=_J<,+  _8,+  _S„  +  _Si,. 

Or,  en  faisant  dans  les  formules  générales  (A),  (B),  (G),  i"  =  3, 
I  =  2  et  posant  5r  —  2^  =  <t,  on  en  déduit: 

1      Sa  =  —  g^,^^^  [«N  sin  4>  +  aN'  cos  *], 

'      ^^<«>  =  ^n sr    "3"  sm *  —  -7-  cos  *  l- 

\  5n  '  —  2n  L  rfô  c/e  J 

En  n'ayant  égard  qu'aux  termes  dont  nous  nous  occupons, 
on  peut  faire  t)  =  y,  ce  qui  réduit  les  deux  dernières  formules 
(G)  aux  suivantes  : 

^^  =  -  5^7372;;  L^  ^"^^  +"^  ^^^*J- 

Ces  valeurs  substituées  dans  la  relation  (4)  de  la  page  268 
savoir  : 

Zs  =  6g  sin  (v  —  t)  —  Zp  co8(î;  —  t) 

donnent 


Digitized  by 


Google 


DÉVELOPPEMENT  DES   LNÉ6AL1TÉS   DU   SECOND   ORDRE     311 

On  a  d'ailleurs  en  appelant  s  la  latîtnde  de  m  au-dessus  de 
Torbîte  primitive  de  m 

*  =  Y  sin  (t?  —  t), 
d'où 

$5  =  Sy  sin(î?  —  t)  —  yBt  cos(t?  —  t). 

Par  la  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  ts  on  a  donc 

Maintenant  si  l'on  substitue  les  valeurs  (3)  et  (4]  que  nous 
venons  de  trouver  dans  l'expression  de  SB,  on  aura 

^''  =  E^r:r^l~^^d^^ ''''''      -4«5-Ncos* 


cfe  rfe  de  de 

—7-  -T-  fiin  <ï»         3-  -j- 

6aa>  oé  ea(û  de 


Mais  de  Téqualion  (1),  on  tire  enladifférentiant  par  rapport 
à.  chacune  des  variables  a,  e,  a>  et  f, 

da       2     da 

—  =  -j  eîl  +  —  m  e  cos  (<D  —  <o), 

— r-  =  -:s:  »  ^  sin  (w  —  <o), 
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on  a  d'ailleurs 

m'N  =  W^^e^  sin  3a)'  -f-  WW^  sin(2<o'  +  w) 
+  W^^e'e^  sin  (2<o  -f-  w')  -f-  W^^e^  sin  (3o)) 
+  M(*)eY  sin  (2t  +  co')  -f-  W^^ef  sin  (2t  -[-  co) . 

*  m'N'=:  M^<>V»  cos  3(1)'  +  M'<  Ve^  cos  (2(o'  -|-  w) 

+  M^^Ve»  cos  (2a)  +  o)')  +  W^^e^  cos  3a) 

+  Mt*)e'Y'^  cos  (2t  +  a)')  +  m^ey^  cos  (2t  +  a>). 

m'^=  W^V^  sin  (2a)'  +  0))  -f  2W^W  sin  (2a>  +  coO 

4-  3M«3)g*  sin  3a)  +  M^y  sin  (2t  +  a)), 
m' ^  =  M<<  V«  cos  (2a)'  +  a))  +  2W^^ee  cos  (2a>  +  u>') 
+  3MWe2  cos  3a)  +  M^^y  cos  (2t -f  a)); 
et  d'autre  pnrt 

m'^  =  2W*Wy  sin  (2t  +  a)')  +  2Mî»)^y  sin(2T  -|-  co) 

m'~^  =  2Mt^)cY  cos(2t  +  <«)0  +  m^^^ey  cos  (2t  +  <o). 

En  convenant  de  représenter  par  SB,  la  partie  de  BU  qui  est 
multipliée  par  sin  ^  et  posant  généralement  — 7  =  ^*^'^  puis 

Q  =  —  2«  -^ — >  on  aura  donc 
da 

5«i  =5-^^  r^'Q^We'3  sin  3a)' 

*  5n  —  2n  L 

-1-  K'îlg^!^tlV COs(a)'— o)) j î)t(<  V«  sin  (2a>'-4-  <o) 

+  j^  e'm'  sin  (a)'  —  a))j  DCt<)e'2  cos(a>'  -f-  co) 
+  m'QDC^^W*  sin  (2a)'  +  a)) 
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+  ^^^+^1«Vc08(co'— u))  29C(*W'sin(2a>+a)') 

itjî'  I 

Y  e^'  sin  (w'  —  (o)  2cW»W  cos  (2a)  +  co') 


+  m'QXf»)^^  sin  3a) 


-f-  —  «m  +  ■§-  H'«'  cos((.>'  —  û>)  3af»)e»  sin  3m 

4-  y  e'W  sin  (a>'  —  ft>)|  33C'»)e>  cos  3<o 
+  w'Q3C«'c'y»  sin  (2t  —  w') 


|m 


+  jy c«  +  ylle'  cos((o'  —  w)  3t(3)y»  sin (2t+ to) 
+fë-  eW  sin  (w  —  <o)|  iXP>Y  co8(2t  -|-  <o) 

+j(^  aa'B(*^\  2îK(*)e'Y  sin  {2t  +  w') 

+  »i'Q3C'S)eY«8in(2T  +  (o) 

+  ( j  aa'B'^'y)  2J)C(»)eY  sin  (2t  -+-  o))!  sin  *. 


Soient 


3(»)  =  m'Q3CW-|-^1l'9C«), 


3«)  =>'QX(»)  +|.'  mate»)  +  I  m'tî'9C(3). 

a»)  =  w'Qxf»)  -f-|  w'uaci^), 

3(*)  =  m'QXW  —  Ç'  aa'B(Oac(^)+  y  «îKi»), 

3  (»)  =  w'Qaci»)  -f  ^  mscf')  -  ^'  aa'B")3C»): 
4  2  . 
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alors  on  pourra  écrire 

+  e^e'^W  sin(2<i)  +  <«>') 

-|-  ô*5^'J  sin  3a> 

+  e'YV^)'sin(2T  +  co') 

+  «Y^^f'»)  sin  (2t  4-  w)]  sin  *. 

Quant  à  la  partie  de  SU  qui  se  trouve  multipliée  par  cos^, 
il  n*est  besoin  d'aucun  calcul  pour  ia  déterminer.  L'inspection 

//TV    /TV 

des  valeurs  de  N',  -7-)  -7-  etc.,  montre  assez  qu'il  suffit    de 
de    de 

changer  les  sinus  en  cosinus  dans  l'expression  de  81l<  pour  avoir 

immédiatement  celle  qui  correspond  au  multiplicateur  co8<&. 

En  désignant  par  SV^  celle  partie,  on  aura  donc 

(*)     ^* = ^^  f^*^  ''"  *  +  ^*»  *''*'  *^- 

et,  par  suite,  il  viendra  pour  le  terme  de  8p  que  nous  consi- 
dérons 

^P  =  -  (5n^l%»  [^*»  ''''  *  -  ^*^  ^^«  *!• 


III.  —  Calcul  de  8p' 


L'expression  (a)  que  nous  venons  de  déterminer  constitue 
la  partie  de  la  variation  totale  SU  qui  se  rapporte  aux  varia- 
tions des  éléments  a,  e,  a>  et  y  ;  cette  partie  est  multipliée  par 
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la  masse  w!  de  Saturne.  Si  l'on  voulait  obtenir  la  partie  de 
SU  qui  doit  être  substituée  dans   l'expression  de  la  double 

intégrale  —  3a'w'  \  di\  SU',  il  faudrait  évidemnient  considérer 

les  teimes  qui  complètent  cette  valeur  de  SU  et  que  nous 
avons  omis,  savoir  : 

et  comme  d'une  part 


Sa'  =  — -,  ^-7 s-  \<^  sm  *  4-  aN  cos  *1  ; 

m' ^  =  3M<V»  sinSo)'  -f-  SM^^W  sin(2a)'  +  co)  +  etc., 
w' ^  =  3M'<>V»  cos  3u>'  -I-  2M^*)e(5'  cos (Sco'  -f-  co)  -f  etc.; 


et  d'autre  part 


rf»  __  m'  rfA<«) 
rfa'  "■  2  "^^ 

—  =  — 0II+ yell    COS((«>  —  <i)). 


on  en  conclurait,  en  désignant  par  SV  la  partie  de  la  varia- 
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tion  de  H  qui  se  rapporte  aux  termes  dont  nous  parlons, 
SU'  =  -  3^73^  [5«i  sin  *  +  8«;  cos *]. 

SVj  et  BU,  sont  des  fonctions  analogues  à  celles  ZU^  et  BV, 
et  que  Ton  obtiendrait  par  un  calcul  entièrement  semblsJ^le 
au  précédent.  On  aurait  donc  ici 

^p'  =  (sl^-L)*  [^*>  ''" *  -  ^*<'  '^^^ *!• 
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CHAPITRE    IV 

Des  condltious  qui  assurent  la  stabilité  du  système 
du  monde 


I.  —  InVARIABIUTÉ  DBS  GRANDS  AXES  DES  ORBITES  PLANKTAIHES 
EN  AYANT  ÉGARD  AU  CARRÉ  DES  FORCES  PERTURBATRICES 

La  stabilité  du  système  du  monde  repose  sur  les  deux  con- 
ditions  suivantes.  Il  faut  1^  que  les  grands  axes  des  orbites 
planétaires  soient  invariables,  et  2^  que  les  variations  sécu- 
laires de  leurs  excentricités  et  de  leurs  inclinaisons  soient 
toujours  renfermées  dans  d'étroites  limites. 

En  traitant  des  inégalités  séculaires,  nous  avons  déjà 
reconnu  que  le  grand  axe  de  Torbite  troublée  restait  invariable 
ou  du  moins  que  ses  variations  n'étaient  que  périodiques, 
tant  que  Ton  n'avait  pas  égard  aux  puissances  des  masses  supé- 
rieures  à  la  seconde.  Nous  allons  maintenant  reprendre  cette 
importante  proposition,  et  l'étendre  au  cas  où  Ton  considère 
les  carrés  et  les  produits  des  masses  perturbatrices  ;  nous 
démontrerons  ensuite  que  les  excentricités  et  les  inclinaisons 
ne  sauraient  croître  indéfiniment,  quelque  loin  que  l'on  pousse 
les  approximations  par  rapport  à  ces  quantités,  môme  en  ayant 
égard  au  carré  des  masses  pertubatrices,  ce  qui  achèvera  de 


Digitized  by 


Google 


318  LIVRE  V   —  CHAPITRE  IV 

compléter  la  démonstration  que  nous  avons  en  vue  touchant 
le  grand  principe  de  la  stabilité  du  système  du  monde. 

Pour  démontrer  que  la  première  des  conditions  ci-dessus 
se  trouve  remplie  lorsqu'on  pousse  l'approximation  jusqu'aux 
termes  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses,  reprenons 
la  formule  {a)  de  la  page  295,  savoir  : 

8a  =  2a^  [^R  +  ^8R]  -f  Sa^ /"fm  ^^rI» 

et  examinons  successivement  les  différents  termes  dont  se 
compose  cette  formule,  afin  de  nous  assurer  qu'aucun  d'eux 
ne  peut  renfermer  des  termes  non  périodiques  ou  séculaires. 

Il  est  d'abord  évident  que  la  fonction   <)R y^R  ne  peut 

contenir  aucun  terme  de  celte  espèce  ;  car  en  représentant 
par  m'y  cos(tVi  —  int  +  5l)  un  terme  quelconque  du  déve- 
loppement de  R,  la  valeur  de  8a  correspondante  fournit, 
comme  nous  Tavons  déjà  reconnu,  une  inégalité  dépendante 
du  sinus  du  double  de  l'argument  [fnt  —  int  -}-  -SV),  et,  par 
conséquent,  périodique.  Voyons  donc  si  les  deux  autres 
termes  ^R  et  <)8R  peuvent  en  contenir. 

Le  premier  terme  8R  est  celui  qui  se  présente  dans  la  pre- 
mière approximation,  et  nous  avons  démontré  qu'il  ne  conte- 
nait aucun  terme  non  périodique.  Si  donc  des  termes  de  cette 
espèce  peuvent  exister  dans  8a,  ils  ne  pourront  provenir  que 
de  d8R  ou  de  la  partie  semblable  ^Z'R  relative  à  7n\  Gonsidé* 
rons  d'abord  la  première  de  ces  fonctions,  c'est-à-dire  c>8R. 
En  supposant 
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et  substituant  pour  Za,  le,  ...  hq  leurs  val^^urs  fournies  par 
rintégration  des  formules  (2)  de  la  page  2^0,  on  aura 


8R 


(        \da   I     dt        dt    J     da/ 
'^\d*    I     de        de    j     dt) 

,(dR  r^_dR  r ^\ 

"*"  \d«i>   j    "Se        de    I    dm) 

\dp  J     dq       dq  J     dpj)       ' 


+  1 


expression  dans  laquelle  il  faudra  se  souvenir  qu'en  formant  la 

dérivée  —  on  ne  doit  point  faire  varier  n. 

Maintenant,  si  dans  Texpression  de  BK  on  met  pour  H  sa 
valeur  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  nt  et 
n'/,  cette  expression  se  trouvera  décomposée  en  plusieurs 
fonctions  de  la  forme 


i^J'i^dt  —  'çjvi^dt, 


^^  et  t?  désignant  une  suite  de  termes  tels  que 


m'IlTftV^  — m^  +  5t). 
sm  ^  *      ' 


Soit>  cos(tV^—  tnt'\-3i)  un  terme  quelconque  de  tjj>  et 
>'  cos(i'n7  —  int  +  5t')  le  terme  de  \*>  ayant  même  argument 
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que  le  précédent.  Pour  avoir  dans 


^  {^>J\^dl  --  '<>Jy^dt) 


des  quantités  non  périodiques,  il  faut  combiner  les  termes 
ci-dessus  de  ^^  et  xî^  ;  mais  alors  celte  fonction  ou  ^SR  devient 

Vindt  sin(i'n'<  —  int  -|-  51)  fv'dt  cos(tV/  —  int  +  X) 
—  V'indt  sin(i'n7  —  int  +  3J)Jvdl  cos(t'n'<  —  int  -|-  3l), 

expression  qui  se  réduit  évidemment  à  zéro  lorsqu'on  effectue 
les  intégrations  indiquées.  Donc  dS'R  est  une  fonction  pério- 
dique et  le  grand  axe  de  l'orbite  de  m  n'est  assujetti  à  aucune 
inégalité  séculaire  provenant  de  la  variation  même  des  élé- 
ments a.e,  ...  de  celte  orbite. 

11  nous  reste  à  examiner  si  la  fonction  dS'R  relalive  aux 
variations  des  éléments  elliptiques  de  m  peut  contenir  des 
termes  non  périodiques.  Or,  si  l'on  désigne  par  R'  ce  que  de- 
vient la  fonction  R  relativement  au  cas  de  m' Iroublé  par  m« 
et  qu'on  pose 

on  aura 

R  =  l'R'  +  m' (a^-r'  +  yy  +  z^O  (^l-±). 

La  portion  —  8R'  de  la  variation  de  celle  fonction  peut, 
comme  dans  le  cas  de  5R,  se  décomposer  en  une  suite  de 
termes  de  la  forme 


x^ 


'J'^ydt—  '^y  T'ouït; 
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et  pour  que,  dans  la  différenlielle  de  cette  fonction  prise  par 
rapport  à  la  caractéristique  <),  il  puisse  entrer  des  termes 
autres  que  ceux  périodiques,  il  faut  combiner  ensemble  les 
termes  de  ^'  et  V^',  tels  que 

P  cos  {i'nt  —  ^n^-[-  51),  y'cos  [in't  —  int  +  J3l')» 

c'est-à-dire  dépendant  du  même  argument  i'n'  —  in.  Il  n'est 
pas   difficile  de  voir  alors  que  7i  {■^'  C'<,>'dt  —  V)'  C-^ydt)se 

réduit  à   zéro  après  les  deux  intégrations;  d'où  il  suit  que 

m' 

—  8R'  ne  peut  contenir  que  des  termes  périodiques.  Ainsi  Ton 

est  ramené  à  prendre  simplement 

Or,  en  se  rappelant  que  |x=:M-|-^j  on  a  parles  équations  (G) 
de  la  page  44 


,  X  '    m'  d^x       mm'  x    ^^m^  dR 

^H^—F*^""    M    r^'^Mdx' 

,  cc_ m'  d^x*       m"^  x'  j^  rn!_  c?R'. 


on  a  des  expressions  semblables  pour  les  autres  coordonnées 
y,  z  et  y\  z  de  m  et  de  w'. 
On  déduit  aisément  de  là  que 

m'{ d\ {xdx' — xdx)  -\-{ydy — ydy)^(zdz' —  zdz) \  "|  j^  ^ 
G  étant  une  fonclion  en  a?,  y,  z,  x\  y\  z'  de  Tordre  du  carré 

ASTRONOMIE  THÉORIQUE.  2t 
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des  mtisses  m  et  m',  fonction  qui  est  déterminée  par  l'équation 

- ni^  Ixx  -f-  yy'  -j-  zz'\        m'm  (xx  -\-  y  y'  -}-  zz"\ 

,  m'  /dK         rfR'  ,      ,da         dK  ,     .dR         dR\ 

■^-Â\d^-''i9^y  Ty-y-d^-+''  Tz-'-d^r 

Maintenant  si,  en  n'ayant  égard  qir«iu  premier  terme  de  l'ex- 
pression ci-dessus  de  R,  on  pose 

^     ?ÎL  ^  i  0?  {xdœ'  —  x'dx  -f-  ydy'  —  y'dy  -\-  zdz*  —  z'ds)  J 

M     (  dt  ) 

il  n'est  pas  difficile  de  s'assurer  que  cette  fonction  ne  renfer- 
mera aucun  terme  non  périodique.  Car  a?,  y,  z  ne  renfermant 
que  des  termes  périodiques  dépendant  de  nt,  et  x\  y\  z'  des 
termes  périodiques  dépendant  de  rît,  il  est  impossible  que 
les  produits  tels  que  xdx\  xdx^  ydy\  y'dy,  etc.,  renferment 
des  termes  dans  lesquels  les  angles  nt  et  n't  se  détruisent, 

m' 
comme  il  le  faudrait  pour  que  la  fonction  —  ^  (...}  pût  ren- 
fermer des  termes  non  périodiques.  Donc  cette  fonction 
est  bien  périodique.  Et  quant  au  second  terme  c)6  auquel  se 
réduit  maintenant  l'expression  de  î»R,  il  est  aisé  de  prouver 
que  ce  terme  est  de  môme  nature  que  le  premier,  c'est-à-dire 
périodique.  En  effet,  G  étant  du  second  ordre  par  rapport 
aux  masses  m  et  m\  il  suffît  de  substituer  dans  cette  fonction 
à  la  place  des  coordonnées  de  ces  planètes  leurs  valeurs  ellip- 
tiques :  alors  les  deux  premiers  termes  de  l'expression  de  G 
deviennent 

m'^/xd^x  -\-  yd^y  -j-  zd^z\.mm  fx'd^œ  -j-  y'd^y  -{-  zd^z\ 
—  "m"V       (M  +  m)  dt^       /"^  M   V         (M  +  m)  dt^         J 
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quantité  qui  ne  saurait  renfermer  de  termes  non  périodiques, 
puisque  les  produits  xd?x\  yd^y\  a7'c?*a?,  etc.,  n'en  renferment 
pas  eux-mêmes.  Quant  au  terme 

m!_(    dK  dK.,dK         ^'  ,      -^  dK\ 

qu'il  nous  reste  à  considérer,  il  est  facile  de  prouver  qu'il  ne 
contiendra  pas  non  plus  de  termes  de  cette  espèce  ;  car  les 

dérivées  -r-»  -j-'  -r- étant  supposées  développées  en  une  suite 

de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  ni  et  de  n%  ces  déri- 
vées ne  contiendront  que  des   termes  dépendant  de  ni;  de 

rfR'  dVC  rfR' 
même  que  -7-7»  ^-t'  --t-,  ne  renfermeront  que  des  termes  dé- 
pendant de  r^t.  Gomme  d'ailleurs  x\  y\  z'  ne  renferment 
que  des  termes  périodiques  dépendant  de  rît,  et  x,  y,  z  des 
termes  semblables  dépendant  de  nt^  il  est  impossible  que  les 
moyens  mouvements  nt  et  n't  disparaissent  dans  les  produits 

,  ,  ,dK     ,dK        ,  c?R     .  .,  ,    r      ,• 

tels  que  x  — >  y  — — >  z  —1  et,  par  suite,  que  la  fonction 

considérée  renferme  des  termes  autres  que  ceux  périodiques 
Donc  enfin  "èh'R  est  bien  une  fonction  périodique. 

La   démonstration   qui   précède    pouvant  s'étendre  à   un 
nombre  quelconque  de  planètes  perturbatrices  et  a  étant  lié  à 

n  par  la  relation  n=:  a  ^,  on  voit  que  les  moyens  mou- 
vements et  les  grands  axes  des  planètes  sont  invariables 
lorsqu'on  fait  abstraction  des  inégalités  périodiques,  et  quon 
néglige  les  quantités  du  troisième  ordre  par  rapport  aux 
forces  perturbatrices,  résultat  très  important,  puisqu'il  assure, 
relativement  aux  grands  axes,  la  stabilité  du  système  plané- 
taire. 
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IL  —  Limites  des  variations  séculaires  des  excentricités  et 

DES  INCLINAISONS   EN  AYANT  ÉGARD  AU  CARRÉ  DE  LA  FORCE  PER- 
TURBATRICE ET  A  TOUTES  LES  PUISSANCES  DE  CES  QUANTITÉS. 


Il  nous  resle  maintenant  à  prouver  que  quelque  loin  qu'on 
pousse  les  approximations  par  rapport  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons,  et  en  ayant  même  égard  au  carré  de  la 
force  perturbatrice,  les  variations  séculaires  de  ces  éléments 
seront  toujours  renfermées  dans  d'étroites  limites. 

Reprenons  pour  cela  les  trois  intégrales  qui  renferment  le 
principe  de  la  conservation  des  aires  et  que  nous  avons  éta- 
blies à  la  page  47.  En  négligeant  les  masses  des  planètes 
vis-à-vis  de  celle  M  du  Soleil,  la  première  de  ces  équations  i 

étendue  à  un  nombre   quelconque  de  corps  m,  m',  m" I 

pourra  s'écrire  ainsi  :  I 

Soit  9  l'inclinaison  de  l'orbite  mobile  de  m  sur  le  plan  des 
xy;  on  aura 


ydx  —  xdy  =  —  y^a  (1  —  «*)  cos  fj^di 
et,  par  suite,  l'expression  ci-dessus  deviendra 

Or,  si  Ton  néglige  les  quantités  périodiques  ainsi  que  celles 
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qol  sont  du  quatrième  ordre  par  rapport  ann  masses,  il  est 
aisé  de  s'assurer  que  le  second  membre  de  celte  équation  res- 
tera constant.  En  effet,  un  produit  tel  que  ydœ\  par  exemple, 
ne  saurait  contenir  des  termes  non  périodiques  quand  on  y 
substitue  pour  y  et  cte'  leurs  valeurs  elliptiques  ;  car  la  valeur 
de  y  ne  contenant  que  des  termes  périodiques  dépendant  de 
«7,  tandis  que  la  valeur  de  dai  ne  renferme  que  des  termes 
périodiques  dépendant  de  nt,  il  est  impossible  que  les 
moyens  mouvements  ntein't  se  détruisent  dans  le  produit 
ydaf.  Les  termes  non  périodiques  que  ce  produit  peut  conte- 
nir seront  donc  du  second  ordre,  et  comme  ils  sont  fonctions 
des  éléments  elliptiques  de  m  et  de  m%  leur  variation  sera  du 
second  ordre  ;  d'où  il  suit  que  la  variation  de  mm'ydx'  sera 
du  quatrième  ordre  et  qu'on  pourra  la  regarder  comme  con- 
stante. La  même  cbose  pouvant  se  dire  des  autres  produits 
xdy\  y'dx,  x'dy,  et  de  ceux  semblables  relatifs  aux  coor- 
données de  m",  m"\,,f  on  voit  que  le  second  membre  de 
l'équation  précédente  reste  constant  lorsqu'on  fait  abstraction 
des  inégalités  périodiques  et  qu'on  néglige  les  quantités  du 
quatrième  ordre  par  rapport  aux  masses.  Quant  au  premier 
membre  de  la  même  équation,  il  restera  constant  aussi;  car 
si  l'on  substitue  à  la  place  des  éléments  elliptiques  que  ce 
membre  renferme  la  partie  périodique  de  leurs  valeurs,  les 
termes  non  périodiques  qui  en  résulteront  seront  du  troi- 
sième ordre  par  rapport  aux  masses  et  leurs  variations  du 
quatrième.  Donc  encore,  ces  termes  pourront  être  regardés 
comme  constants  lorsqu'on  néglige  les  quantités  de  Tordre  w*. 
Ainsi  on  aura 


(I)  .  ^m  >Ja  (1  —  e^)  cos(p  =  C. 
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On  obtiendrait  pareillement  en  considérant  les  deux  der- 
nières intégrales  de  la  page  47 


(2) 
(3) 


V m  V«  (i  —  e^)  sin  (p  cosô^C^, 
Vm  sja  (1  —  e^)  sin  «p  sin  6  =  Cg, 


équations  qui,  étant  exactes  aux  quantités  près  du  quatrième 
ordre,  subsisteront  non  seulement  entre  les  inégalités  sécu- 
laires du  premier  ordre,  mais  encore  entre  toutes  celles  qui 
dépendent  du  carré  des  forces  perturbatrices. 

Maintenant,  si  pour  simplifîer  on  ne  considère  que  raction 
réciproque  des  deux  planètes  m  et  m\  et  que,  désignant  par 
S  rinclinaison  mutuelle  de  leurs  orbites,  on  pose 

cos  8  •=  cos  (p  cos  <p'  -|-  sin  «p  sin  <p'  cos  (6'  —  6), 

on  aura,  en  ajoutant  ensemble  les  trois  équations  précédentes 

(1),  (2),  (3),  après  les  avoir  élevées  au  carré, 

m?a  (1  —  e«)  +  m'*a'  (1  —  e'») 


-[-  2mw'  \]a  [\  —  e^)  s/ a'  (1  —  e'*)  cos  8  =  const. , 

ou  bien,  en  faisant  passer  dans  le  second  membre  tous  les 
termes  constants  et  changeant  les  signes, 


(4)  m'ae2-|-.w'^«V*— 2mwVa'*wnVi— e'Vi— «'*  cosB  =  const. 
Mais  on  a 


y/i  —  e2  =  1  — 


1 4-  Vi  —  e« 


Vl  —  e'»  =  1  — 


{^yj{^  e2 


cos  8  =  1  — 


*  +  cos$' 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4)  et  faisant  passer 
la  constante  ^mm'cfia'^nn'  dans  le  second  membre,  on  obtient 

(5)  w?ae^  4"  Yn^ci'^'^ 

+2mm'aV2nn'    — ^  , cosB  A ,  cos  8  +  7-; r    =  K 

Ll-fv/l— e^  i-j-v^i— e'a  ^1+C088j 

K  désignant  une  constante  arbitraire. 

La  valeur  de  cette  constante  doit  dans  tous  les  cas  être  fort 
petite  par  rapport  aux  carrés  et  aux  produits  des  masses  m  et 
m'  ;  car  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (5),  ces  carrés 
et  ces  produits  se  trouvent  multipliés  par  e^,  e'^,  sin^S,  quan- 
tités dont  les  racines  peuvent  toujours  être  supposées  très 
petites  à  une  époque  donnée.  Gomme  d'ailleurs  ni  et  n(  ou  n  et 
n'  ne  sauraient  être  de  signes  différents,  soit  que  Ton  suppose  les 
planètes  m  et  m' tourner  dans  le  même  sens  autour  du  Soleil, 
ce  qui  est  le  cas  delà  nature,  soit  qu'on  les  suppose  tourner  en 
sens  contraire ,  on  voit  que  chacun  des  termes  d  u  premier  membre 
de  Téquation  ci-dessus  restera  toujours  très  petit  par  rapport 
à  w*,  m'^,  mm  et  qu'ainsi  les  quantités  e,  e\  8  et  leurs  ana- 
logues relativesàm'^w'",  etc.,  demeureront  dans  tous  les  temps 
très  peu  considérables,  comme  elles  le  sont  aujourd'hui.  Con- 
cluons donc  de  là  que  la  stabilité  du  système  planétaire  est 
assurée  par  rapport  aux  excentricités,  aux  inclinaisons  et  aux 
grands  axes,  en  ayant  égard  au  carré  des  forces  perturbatrices 
et  à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
ce  qui  est  l'importante  proposition  que  nous  avions  à  démon- 
trer. 
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111.  —  Du  PLAN  INVARIABLE  DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  -     FORMULES 
OUI   DÉTERMINENT   SA  POSITION 


On  nomme  plan  invariable  du  système  du  monde,  un  plan 
qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  quels  que  soient  les 
changements  survenus  dans  les  éléments  des  orbites  plané- 
taires par  l'effet  des  attractions  mutuelles. 

Ce  plan  dont  la  découverte  est  due  à  Laplace  jouit  de  deux 
propriétés  remarquables  qui  permettent  d'en  retrouver  facile- 
ment la  posilion  à  un  instant  quelconque.  Ces  deux  propriétés 
sont  les  suivantes  : 

i'»  La  somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque  planète, 
multipliée  par  Taire  que  décrit  son  rayon  vecteur  projeté 
sur  ce  plan,  est  un  maximum  ; 

2^  La  même  somme  relativement  à  un  plan  quelconque  qui 
lui  est  perpendiculaire  est  nulle. 

Soient  9  Tinclinaison  du  plan  invariable  sur  le  plan  des  (cy 
et  6  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  comptée  h  partir  de 
Taxe  des  œ.  En  se  reportant  à  ce  qui  a  été  dit  Chap.  II,  Livre  I 
et  aux  formules  (1),  (2),  (3)  du  paragraphe  qui  précède,  on 
aura  pour  déterminer  les  angles  «p  et  6, 


tang  <p  sin  6  =  r:?  = 


langcpcosô  =  -rf  = 


^i»»  Va  (1  - 

e^)  sincpsînO 

E- 

v/ail 

—  e^)C0S(p 

"^fn^a 

(1- 

é^)  sincpcosô 

c,^_ 

V  m  \la  (1  —  t^)  cos  cp 
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le  signe  V  s'étendant  à  tous  les  termes  semblables  relatifs 

à  m\  m",  etc. 

Dans  l'état  actuel  de  FAstronomie,  la  considération  du  plan 
dont  nous  parlons  est  de  peu  d'importance,  étant  donnée  la 
longue  suite  d'observations  que  Ton  possède  et  qui  permet  de 
déterminer,  avec  une  exactitude  suffisante,  les  déplacements 
des  orbes  planétaires  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'en  rapporter 
les  mouvements  à  ce  plan. 


IV.  —  Des  inégalités  que  la  Noif-spnÉRiciTÉ  du  soleil 

INTRODUIT  DANS  LE  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES 


Nous  allons  dans  ce  paragraphe  considérer  l'influence  que 
la  non-sphéricité  du  Soleil  exerce  sur  le  mouvement  des  Pla- 
nètes et  nous  proposer  de  déterminer  les  effets  dus  à  cette 
cause. 

Soient  : 

h  l'ellipticité  du  Soleil  dont  nous  supposerons  la  masse  M 
égale  à  l'unité  ; 

D  son  demi-diamètre  ; 

f 

q  le  rapport  -  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur,  mesu- 
ré à  l'équateur  solaire  ; 

6  la  déclinaison  de  la  planète  m  relativement  à  cet  équa- 
teur; 

r  son  rayon  vecteur  compté  du  centre  du  Soleil  ; 

Y  rinclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  l'équateur  solaire  ; 

^  la  longitude  de  la  commune  intersection  de  ces  deux 
plans  ; 
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V  la  longitude  de  la  planète  comptée  sur  le  plan  de  son 
orbite. 

La  théorie  de  Tattraction  des  sphéroïdes  enseigne  que  Tel- 
lipticité  du  Soleil  ajoute  à  la  fonction  R,  la  quantité 

û  =  -^(^-cos^e). 

K  est  ici  un  coefficient  constant  dépendant  de  h,  et  Ton  a 


K  =  .-|. 


5 
Dans  le  casderhomogénéité,  Aestégalà  -  ;  ainsi 

K  =  -q. 


Soient  v  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  Soleil,  a  le 
demi-grand  axe  de  son  orbite  et  N  son  moyen  mouvement  ; 
on  aura 

M         A»N«  v^D» 


et  par  conséquent 


3  Y»D» 


Mais  en  désignant  par  T  la  durée  de  la  rotation  du  Soleil  et 
par  T  la  durée  delà  révolution  sidérale  de  la  Terre,  on  a 

T  =  — =  25i,4\29-, 
T  =  ?^  =  365i.25, 
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d'où  Ton  lire 

v_  365,25 
N  ""  25,448* 

On  a  d'ailleurs 

D  =  i&,  1^45 ,      A  =  1.000  0000. 
Au  moyen  de  ces  données,  on  trouve 

log  (~y  =  2.313  8730,  log  (-V  =  3.005  5000, 

et  de  là  on  conclut 

log  K  =  5,194  4344. 

Revenons  maintenant  à  l'expression  ci-dessus  de  û.  En 
considérant  le  triangle  sphérique  rectangle  dont  6,  y  et  {v —  ^j;) 
sont  trois  éléments  et  observant  que  y  est  un  angle  toujours 
très  petit,  on  a 

cos  6  =  Y  sin  (t?  —  ^)  ; 
on  a  par  suite 

=  ^[|-Y'-Y*C08»(«-+)]. 

f 

OU  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  y* 

3   r3 

Celte  fonction  Û  pouvant  être  considérée  comme  une  fonction 
perturbatrice,  on  a  par  les  formules  (A)  de  la  page  141,   en 
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y  supposant  nulle  Texcentricité  de  Torbite, 

(»)     I  i=-7(£)- 

diû an  fdQ\  , 


on  a  d'ailleurs 


ou  en  prenant 


dQ  dù  KD« 

^  ___  _  KD^  fdr\ 
de  ~"         r*    \dej 

dQ_  _KD^  /dr\ 
rf(i)  ""         r*    \cUû/ 

r  =  a  (l-f-  —  — ecosu» 


— -  =  —  -7-  a  (e  —  cos  g 

=  -  ^  [(e  -  cosî)  (1  +  ^e  cosÇ)]  =  -^  (e  +  cos  Ç), 

ao)        a' 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  ci-dessus    (2)  , 
puis  réduisant,  on  aura  donc 

dt       ^    KD« 

—-  =  n  — r  +  n  — 5-  cos  Ç , 
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d*où  Ton  lire  par  Tintégration 

(3)  (      8fe  :=  -^  cos  Ç  , 

60)  ==  — 5-  nt  A 5-  sin  Ç. 

Ces  équations  montrent  qu'en  vertu  de  rellipticité  du  Soleil, 
les  éléments  e  et  oo  sont  sujets  à  un  mouvement  direct  expri- 
mé par 

â — irnt      et     — 5-w^ 

respectivement.  La  variation  séculaire  de  l'époque  est  donc 
double  de  celle  du  périhélie.  Quant  à  l'excentricité,  elle  n'est 
soumise  qu'à  des  variations  périodiques. 

La  même  cause  introduit  dans  le  mouvement  du  nœud  de 
Forbite  de  la  planète  une  inégalité  égale  et  de  signe  contraire 
à  celle  du  périhélie  ;  mais  l'inclinaison  n'est  assujettie  qu'à 
des  variations  périodiques. 

Ces  inégalités  que  l'influence  de  la  figure  du  Soleil  développe 
dans  le  mouvement  des  Planètes  sont  très  peu  sensibles  ; 
elles  le  sont  d'autant  moins  que  la  planète  est  plus  éloignée 
du  Soleil.  En  calculant  le  terme  séculaire  de  l'expression  de 
8a>  pour  une  durée  de  cent  ans,  nous  avons  trouvé 


Variation  séculaire  Su 

Mercure.  . 

.     r,2208, 

La  Terre.  . 

0.0441, 

Vénus.  .  . 

.    0,1369, 

Mars  .   .  . 

.     0,0109. 

Pour  les  autres  planètes  principales,  le  même   terme  est 
tout  à  fait  insensible. 
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INTRODUCTION  A   LA  THÉORIE   DE   LA  LUNE.    —  ANALYSE 
MATHÉMATIQUE   DU  PROBLÈME   DES   TROIS   CORPS 


CHAPITRE  I 
Théorie  de  la  lune  de  IVewton 


.   —    DÉTERMINATION    THÉORIQUE     DES    PRINQPALES    INÉGALITÉS 
DU   MOUVEMENT    DE  LA   LUNE 

Les  difficultés  théoriques  que  présente  Tévaluation  des 
inégalités  qui  affectent  le  mouvement  de  la  Lune  tiennent  à 
deux  causes  distinctes  :  à  Tintensité  de  la  force  perturbatrice 
qui  élève,  en  général,  les  coefficients  des  inégalités,  et  à  ses 
variations  continuelles  etrapidesqui  en  diminuent  la  durée  et 
en  augmentent  beaucoup  le  nombre.  Newton  en  considérant 
cett*  dernière  force  a  pu  la  décomposer  en  deux  autres,  Tune 
agissant  dans  le  sens  de  la  force  centrale  et  l'autre  dans  la  di- 
rection de  la  force  qui  est  toujours  tangente  à  Torbite  de  la 
Lune  ;  et  par  cette  décomposition,  il  est  parvenu  à  expliquer 
très  simplement  les  principales  inégalités  que  l'observation  a 
fait  découvrir  dans  le  mouvement  de  cet  astre.  Mais  Newton 
ne  s*est  pas  borné  à  cette  simple  explication  qu'il  a  donnée 
dans  le  premier  livre  de  ses  Principes  ;  il  y  est  revenu  dans  le 
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systemale  mundi,  et  là,  après  avoir  déterminé  par  le  calcul 
la  mesure  exacte  des  forces  perturbatrices  du  Soleil  ^'^\  il  a 
donné  les  valeurs  précises  de  chacune  des  inégalités  dont  nous 
parlons  et  fait  voir  qu'elles  étaient  conformes  à  Tobservation. 
La  première  des  inégalités  de  la  Lune  que  Newton  a  entre- 
pris de  calculer  est  celle  qu'on  appelle  sa  variation.  On  sait 
que  cette  inégalité  provient  en  partie  de  la  forme  elliptique 
de  l'orbite  lunaire  et  en  partie  de  l'inégalité  des  aires  décrites 
par  son  rayon  vecteur.  Par  la  combinaison  de  ces  deux  causes, 
Newton  obtient  une  équation  qui  s'élève  à  32',  32"  dans  les 
octants,  c'est-à-dire  lorsque  le  lieu  de  la  Lune  est  à  45"  de 
celui  du  Soleil  ou  de  la  Terre  ^^^  ;  c'est  le  maximum  de  l'iné- 
galité ou  plutôt  ce  serait  là  sa  plus  grande  valeur,  si  la  Lune 
en  passant  de  la  quadrature  à  la  syzygie  décrivait  un  angle 
qui  fût  exactement  de  90o.Mais  à  cause  du  mouvement  réel  de 
la  Terre  qui  donne  au  Soleil  un  mouvement  apparent,  cet  angle, 
décrit  par  la  Lune,  est  toujours  plus  grand  que  l'angle  droit  et 
son  excès  varie  dans  le  rapport  même  de  la  révolution  syno- 
dique  à  la  révolution  périodique  de  cet  astre.  Tous  les  angles 
décrits  autour  de  la  Terre  par  le  rayon  vecteur  lunaire  doivent 
donc  être  augmentés  dans  le  même  rapport,  et  Newton  trouve 
que  cette  augmentation,  dans  les  moyennes  distances  du  So- 

(a)  PhilosopfiisB  naturalis.  Prop.  XXV.  Livre  III.  Newton  irouve  que  la 
partie  de  la  force  perturbatrice  du  Soleil  qui  agit  suivant  la  direction  du 
rayon  vecteur  de  la  Lune  est,  dans  sa  valeur  moyenne,  la  1  :  178,725  de 
celle  qui  relient  la  Lune  dans  son  orbite  ou  la  1:  638093  de  la  gravité  à  la 
surface  de  la  Terre. 

Quant  à  la  seconde  partie  de  la  môme  force,  celle  qui  agit  parallèlement  à 
la  ligne  qui  va  du  centre  du  Soleil  à  la  Terre,  on  déduit  aisément  du  rai- 
sonnement de  Newton,  qu'elle  est  à  la  première  force,  comme  3cos  0  est  à  1, 
e  désignant  l'angle  que  font  entre  elles  les  droiiea  qui  joignent  les  centres 
de  la  Lune  et  de  la  Terre  au  centre  du  Soleil. 

(6)  De  mundi  syslemaie,  Prop.  XXIX. 
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leil  à  la  Terre  doit  être  de  2',38",ce  qui  porte  le  maximum  de 
la  variation  lunaire  à  35'  10".  Dans  les  autres  cas,  c'est-à-dire 
pour  les  autres  distances  du  Soleil  à  la  Terre,  Newton  trouve 
encore  que  cette  inégalité  varie  dans  le  rapport  du  carré  du 
temps  de  la  révolution  synodique  de  la  Lune,  divisé  par  le 
cube  de  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre,  et  fixe  ainsi  son 
maximum  à  33,14"  lorsque  le  Soleil  est  à  son  apogée,  et  à 
37',ir'  lorsqu'il  est  à  son  périgée. 

De  Fexamen  de  la  variation  de  la  Lune,  Newton  passe  à 
celui  du  mouvement  horaire  des  nœuds  <*J;  et  dans  cette  re- 
cherche, comme  dans  la  première,  il  néglige  Texcentricité  de 
Torbile  lunaire.  Des  deux  composantes,  dans  lesquelles  se  dé- 
compose l'action  perturbatrice  solaire,  Newton  n'a  besoin  ici 
que  de  considérer  la  seconde  ;  car  la  première  agissant  dans 
le  plan  même  de  l'orbite  lunaire,  ne  saurait  altérer  la  position 
de  ce  plan  et,  par  suite,  être  la  cause  du  mouvementdesnœuds. 
En  n'ayant  donc  égard  qu'à  cette  seconde  force.  Newton  dé- 
montre facilement  que  la  vitesse  des  nœuds  est  proportionnelle 
au  produit  des  sinus  des  trois  angles  S,  Sf ,  Sj  qui  expriment  res- 
pectivement les  distances  de  la  Lune  et  du  Soleil  au  nœud,  et 
de  la  Lune  à  la  quadrature  ;  et  de  cette  loi  il  conclut  que 
lorsque  l'un  de  ces  trois  sinus  passe  du  positif  au  négatif  le 
mouvement  des  nœuds  devient  direct.  Le  contraire  a  lieu 
lorsque  ce  sinus  de  négatif  qu'il  était  devient  positif,  car 
alors  le  mouvement  direct  se  change  en  mouvement  rétro- 
grade. Ainsi,  lorsque  la  Lune  est  entre  une  des  quadratures  et 
le  nœud  le  plus  voisin,  les  nœuds  avancent  suivant  l'ordre 
des  signes  ;  ils   rétrogradent,  au   contraire,  dans  les  autres 

(a)  De  mundi  syilemate.  Prop.  XXX. 
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cas  ;  et  comme  le  mouvement  rétrograde  est  en  excès  sur  le 
mouvement  direct,  il  arrive  qu'à  la  fin  de  chaque  révolution 
les  nœuds  se  sont  mus  contre  Tordre  des  signes,  c'est-à-dire 
ont  rétrogradé. 

Quand  les  nœuds  sont  dans  les  quadratures  et  la  Lune  dans 
les  syzygies,  le  moyen  mouvement  horaire  de  cet  astre  est  de 
32',56",27"'',i3*^,  et  Newton  trouve  alors  que  le  mouvement 
horaire  du  nœud  doit  être  de  33'',10"^33"'.  Dans  les  autres  cas, 
le  mouvement  horaire  du  nœud  est  à  l'angle  33'^i0'',33'^, 
comme  le  produit  des  sinus  des  trois  angles  S,  S^,  8^  est  au 
cube  du'rayon. 

Pour  toutes  les  autres  situations  des  nœuds  et  de  la  Lune, 
Newton  démontre  encore  que  le  moyen  mouvement  horaire 
du  nœud  est  égal  à  la  moitié  du  mouvement  horaire  qui  a 
lieu  dans  les  syzygies,  c'est-à-dire  que  ce  mouvement  est  égal 
à  16",35"M6"',36%  multiplié  par  le  carré  du  sinus  de  l'angle 
qui  exprime  la  distance  des  nœuds  aux  syzygies. 

Si  Ton  suppose  que  l'orbite  lunaire  soit  une  ellipse  dont  la 
Terre  occupe  le  centre,  le  mouvement  moyen  des  nœuds, 
dans  le§  quadratures,  se  réduira  à  i6'',16"',37*^,42''  ;  et  dans 
les  autres  positions  de  la  Lune,  il  sera  proportionnel  au  carré 
du  sinus  de  la  distance  au  Soleil.  Quant  au  mouvement 
moyen  des  nœuds  dans  une  année  sidérale,  Newton  le  déduit 
des  mouvements  moyens  considérés  dans  Torbite  elliptique  et 
trouve  que  ce  mouvement  doit  être  de  i9°,18',i'^23"^  ce 
qui  s'accorde  assez  bien,  comme  on  voit,  avec  le  résultat  que 
fournissent  les  observations. 

Dans  la  proposition  XXXIII,  Newton  cherche  à  déterminer 
l'angle  qu'il  faut  ajouter  ou  retrancher  au  mouvement  moyen 
pour  avoir  le  lieu  vrai  de  la  Lune  dans  un  temps  donné,  et 

A9TB0N0MIB  TH^OBIQUB.  22 
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pour  cela  il  se  sert  d'une  construction  géométrique  peu  com- 
pliquée, mais  qu'il  donne  sans  démonstration  ^^K  Cet  angle 
qu'il  nomme  Véquation  semestre  du  mouvement  des  nœuds 
(Œquatio  semeslris  motus  nocUfrum),  s'élève  dans  les  octants 
àl^jSff.  Newton  signale  encore  une  autre  inégalité  de  ce  mou- 
vement qui  a  lieu  tous  les  mois  et  qu'il  appelle  menstnm  ; 
mais  il  f%it  observer  que  sa  considération  n'est  pas  nécessaire 
dans  la  recherche  de  la  latitude  lunaire,  parce  que  cette  iné- 
galité se  trouve  compensée  presque  exactement  par  une  iné- 
galité de  même  durée  qui  existe  dans  la  variation  de 
rinclinaison  de  l'orbe  lunaire. 

La  recherche  du  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune  est  inti- 
mement liée  à  celle  de  la  variation  de  l'inclinaison  du  plan  de 
son  orbite.  Newton  s'occupe  de  ce  dernier  problème  dans  la 
proposition  XXXIV,  et  trouve  que  la  variation  horaire  de  Tin- 
clinaison  de  l'orbite  lunaire  sur  le  plan  de  l'écliptique,  lorsque  i 

les  nœuds  sont  dans  les  quadratures,  est  égale  au  mouvement  I 

horaire  maximum  des  nœuds  ou  à  33",  10'",  33^%  12',  multiplié  , 

par  le  produit  sin  B  sin  S|  sin  S^,  et  divisé  par    le  cube  du  I 

rayon.  Ce  résultat  convient  seulement  au  cas  du  mouvement  j 

circulaire.  Pour  l'appliquer  au  mouvement  elliptique,  il  faut 

(a)  Voici  à  pea  près  ea  quoi  consiste  cette  construction  de  Newton. 

Soit  fait  un  angle  A  égal  au  double  de  celui  qui  exprime  la  distance  du 
Soleil  au  lieu  moyen  du  nœud  ;  et  prenons  sur  les  deux  côtés  de  cet  angle 
des  dislances  BA,  AG  qui  soient  entre  elles  comme  le  moyen  mouyemenl 
annuel  des  nœuds  est  à  la  moitié  de  leur  mouvement  vrai  moyen,  lorsqu'ils 
sont  dans  les  quadratures,  c'est-à-dire  comme  19%  49' ,3",  55'*^  est  à 
0*,  31\  2^^,  33'''  ou  bien  encore  comme  38|3  est  à  1.  Si  l'on  achève  alors 
le  triangle  BAC  formé  par  Tangle  A  et  par  les  deux  côtés  AB,  AG,  Tangle  B 
de  ce  triangle,  opposé  au  petit  côté  AG,  sera  la  correction  qu'il  faudra 
appliquer  au  mouvement  moyen  des  nœuds  pour  avoir  leur  mouvement  vrai, 
correction  qui  sera  positive  ou  négative  suivant  que  les  nœuds  passeront 
des  quadratures  aux  syzygies  ou  des  syzygies  aux  quadratures. 
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le  diminuer  dan»  le  rapport  du  petit  axe  au  grand  axe  ou  le 

multiplier  par —• 

La  variation  horaire  de  Tînclinaison  étant  ainsi  déterminée. 
Newton  cherche,  dans  la  proposition  suivante,  la  valeur  de 
Tinclinaison  pour  un  instant  quelconque  ;  et  en  employant  la 
même  méthode  que  dans  la  proposition  XXXIII,  il  trouve  que 
le  maximum  de  sa  variation,  lorsqu'on  n'a  point  égard  h  la 
position  qu'occupe  la  Lune  dans  son  orbite,  doit  être  de 
16',23*'^.  Les  nœuds  étant  dans  les  quadratures,  il  faut 
diminuer  cet  angle  de  i'jâl*'^,  si  la  Lune  est  dans  les 
quadratures  et  l'augmenter  de  la  même  quantité  si  elle  est 
dans  les  syzygies.  Newton  admet  que  lorsque  les  nœuds  sont 
dans  les  syzygies,  l'inclinaison  est  de  5»,  17',  20*  ;  et  il  en 
conclut  que  lorsque  les  nœuds  sont  dans  les  quadratures  et  la 
Lune  dans  les  syzygies,  cette  inclinaison  n'est  plus  que  de 
4°,  59',  35*. 


II.  —  Des  PETITES  INÉGALITÉS  QUE  NEWTON  A   MENTIONNÉES  DANS 
LE  SCHOLIE  QUI  TERMINE   SA  THÉORIE  DE  LA  LUNE 

Dans  le  scholie  qui  fait  suite  à  la  proposition  XXXV  du 
livre  m.  Newton  a  fait  connaître  plusieurs  petites  équations 
ou  inégalités  nouvelles  qu'il  dit  avoir  déduites  de  la  Théorie, 
mais  sans  indiquer  la  route  qu'il  a  suivie  pour  y  parvenir. 
Ces  inégalités  que  l'observation  seule  n'aurait  pu  que  très 
difficilement  faire  découvrir  à  cause  de  leur  petitesse, 
s'ajoutent  aux  grandes  inégalités  dont  nous  venons  de  parler 
et  doivent  en  être  considérées  comme  autant  de  corrections. 
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Elles  ont  servi  de  fondement  aux  premières  Tables  lunaires 
qui  aient  été  construites  d'après  le  principe  de  la  gravita- 
tion universelle,  et  ont  beaucoup  contribué  à  les  rendre  plus 
parfaites. 

La  première  des  inégalités  considérées  par  Newton  est 
ïéquation  annuelle  du  moyen  mouvement  de  la  Lune  dont  la 
connaissance  est  due  à  Tycho-Brahé.  Après  avoir  très  simple- 
ment expliqué  la  cause  de  cette  inégalité  et  montré  qu'elle 
était  due  à  un  changement  dans  la  vitesse  de  Tastre,  Newton 
fixe  son  maximum  à  ll',51",  valeur  qui  ne  diffère  pas  de 
celle  adoptée  par  Kepler  et  Horrox;  elle  est  additive  lorsque  la 
Terre  va  de  son  aphélie  k  son  périhélie  et  soustractive  dans  le 
cas  contraire.  Cette  équation  que  Tobservation  avait  depuis 
longtemps  indiquée  suit  exactement  la  même  loi  que  l'équa- 
tion du  centre  du  Soleil,  mais  elle  prend  un  signe  contraire. 
Son  argument  ou  l'angle  dont  elle  dépend  est  donc  exprimé 
par  la  distance  du  Soleil  au  périgée  de  son  orbite  ou  par  son 
anomalie  moyenne. 

Newton  mentionne  encore  deux  équations  analogues  à  la 
précédente,  et  qui  affectent  le  mouvement  des  nœuds  et  celui 
de  l'apogée.  Il  fait  la  première  de  9',24''  dans  son  maxi- 
mum et  la  seconde  de  19',43''.  Newton  entre  ici  dans  quelques 
détails  sur  la  manière  dont  il  a  déduit  ces  inégalités  de 
la  théorie,  mais  sa  démonstration  est  loin  d'être  satisfaisante  : 
elle  s'appuie  en  effet  sur  deux  propositions  qu'il  ne  démontre 
pas  et  qu'il  énonce  pourtant  comme  des  axiomes.  La  pre- 
mière consiste  en  ce  que  si  la  force  perturbatrice  solaire  suivait 
l'inverse  du  cube  des  distances  au  lieu  de  suivre  la  loi  du 
carré,  l'équation  du  centre  du  Soleil  augmenterait  dans  le 
rapport  de  2%54',  30"  à  1°  56',  20''  ou  à  peu  près  dans  celui 
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de  3  à  2;  la  seconde  est  que  les  équations  annuelles  du  mou- 
vement de  l^apogée  et  des  nœuds  doivent  être  à  2®,  54',  30^ 
comme  les  mouvements  moyens  de  l'apogée  et  des  nœuds  de 
la  Lune  sont  au  mouvement  moyen  du  soleil.  D'Alembert  qui 
s'est  livré  dans  le  discours  préliminaire  de  ses  Recherches  à 
un  examen  attentif  de  la  théorie  de  Newton,  semble  élever 
quelques  doutes  sur  l'exactitude  de  ces  propositions;  il 
trouve  d'ailleurs  que  «  lors  môme  qu'elles  seraient  vraies, 
elles  ne  devraient  pas  être  énoncées  comme  des  axiomes  ». 

Le  moyen  mouvement  de  la  Lune  doit  être  encore  cor- 
rigé de  deux  autres  équations  dépendantes  de  la  distance 
du  Soleil  à  la  Terre,  et  qui  viennent  de  ce  que  l'action  per- 
turbatrice du  Soleil  sur  la  Lune  est  plus  grande  lorsque 
le  grand  axe  de  l'orbite  lunaire  est  dirigé  vers  le  Soleil  que 
lorsque  ce  même  axe  en  est  éloigné  de  90°.  La  première 
qui  dépend  directement  de  la  distance  angulaire  du  Soleil  à 
l'apogée  de  la  Lune  est  ce  que  Newton  appelle  Équation 
semestre  JSA\çi  est  de  3',45''dans  les  moyennes  dislances  du  Solei  l 
à  la  Terre,  lorsque  la  ligne  des  apsides  est  à  45*»  du  Soleil  ; 
mais  Newton  ne  paraît  pas  la  donner  comme  bien  certaine  ^"^K 
La  seconde  h^i^^Aét  seconde  équation  seinestreàé^evià  du  sinus 
de  la  double  distance  du  Soleil  au  nœud  de  la  Lune  et  s'élève 
à  47''  lorsque  les  nœuds  sont  aux  octants  et  que  la  Terre  est 
dans  ses  moyennes  distances  au  Soleil.  Pour  les  autres  dis- 
lances du  Soleil,  mais  toujours  pour  la  même  situation  des 
nœuds,  cette  équation  varie  dans  le  rapport  inverse  du  cube 

(a)  Cette  première  équaliun  semestre  est  la  deuxième  correction  que  New- 
ton applique  au  niauvemeiit  moyen  do  la  Lune;  elle  a  été  conclue  desobser- 
vatiuns.  Quant  à  la  seconde  elle  est  due  cerlaiuemenl  à  la  théorie:  Newton 
après  l'avoir  donnée  ajoute  uii  ex  theoria  gravilalis  colligo.  Clairaut  fai- 
sait cette  dernière  équation  de  1  ,21",  d'/VLmbert  do  l',9",  Mayer  de  58", 
Lalande  de  l',0  et  OelamLre  de  r,2". 
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de  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre  ;  elle  est  de  49'  environ 
lorsque  le  Soleil  est  à  son  périgée  et  de  45"^  lorsqu'il  est  à  son 
apogée. 

Ces  deux  équations  jointes  à  l'équation  annuelle  sont  les 
trois  premières  corrections  que  Newton  fait  subir  au  lieu  de 
la  Lune  ou  à  sa  longitude  moyenne.  La  quatrième  correction 
®st  Téquation  variable  du  centre  que  Newton  déduit  de  Tano- 
malie  moyenne  et  de  l'excentricité,  d'après  la  connaissance  du 
lieu  vrai  de  l'apogée.  L'équation  de  ce  lieu  est  considérable  ; 
Newton  la  détermine  au  moyen  des  observations  et  trouve 
i2**,i8'  environ  lorsqu'elle  est  à  son  maximum.  Pour  en 
déterminer  la  valeur  h  une  époque  donnée  quelconque, 
Newton  se  sert  de  l'hypothèse  d'Horrox  renouvelée  par 
Halley,  et  qui  consistait  à  faire  mouvoir  le  centre  L  de  l'el- 
lipse lunaire  dans  un  petit  cercle  LMN  dont  le  rayon  était  le 
sinus  de  l'équation  principale  de  l'apogée.  La  distance  CT  de 
son  centre  à  la  Terre  exprimait  alors  l'excentricité  moyenne 
de  la  Lune  et  cette  môme  distance  augmentée  ou  diminuée  du 
rayon  CL  ou  du  sinus  de  l'apogée  en  était  respectivement  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  valeur.  En  prenant  ensuite  sur 
ce  cercle  un  arc  LCM  égal  au  double  de  la  distance  entre  le 
Soleil  et  Tapogée  moyen  de  la  Lune,  pour  une  époque  donnée, 
l'angle  GTM  représentait  l'équation  de  l'apogée  et  TM  l'excen- 
tricité pour  la  môme  époque.  Newton  ne  parle  pas  dans  son 
Ouvrage  de  YÉvection  qui  était  appelée  seconde  inégalité 
lunaire,  mais  il  est  évident  qu'il  la  remplaçait  par  un  chan- 
gement d'excentricité  dans  l'orbite  de  la  Lune  avec  un  balan- 
cement dans  l'apogée,  comme  Horrox  l'avait  fait  avant  lui. 

La  cinquième  équation  de  correction  dans  la  théorie  de 
Newton  est  la  variation  dont  nous  avons  déjà  parlé  au  para- 
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graphe  qui  précède  ;  la  sixième  dépend  de  la  distance  de  la 
Lune  au  Soleil,  plus  la  distance  de  Tapogée  de  la  Lune  à  celui 
du  Soleil  et  est  égale,  dans  son  maximum,  à  ^^^V.  Newton 
l'appelle  seconde  équation  du  centre;  elle  est  positive  lorsque 
son  argument  est  plus  petit  que  180®  et  négative  lorsqu'il  est 
plus  grand  que  cet  angle. 

Enfin  la  septième  et  dernière  équation  qui  s'applique  à  la 
longitude  moyenne  de  la  Lune,  dépend  de  la  simple  distance 
de  la  Lune  au  Soleil  et  est  de  2',  20"  dans  les  quadratures, 
c'est-à-dire  lorsqu'elle  est  dans  son  maximum.  Mayer  faisait 
cette  équation  de  i\^T  et  Clairaut  de  3',40". 
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CHAPITRE  II 

Développement  de  la  fonction  perturbatrice  «Ittns  le 
cas  du  mouvement  troublé  de  la  Lune»  —  Méthode 
de  Delaunay« 


I.  —  Forme  générale  de  ce  développement 

Les  équations  qui  définissent  sous  forme  canonique  le  mou- 
vement relatif  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  et  auxquelles 
Delaunay  s'est  arrêté ,  dans  sa  Théorie  de  la  Lune^  sont, 
comme  on  Ta  vu,  les  suivantes: 


(*) 


g,  h,  l.  G,  H,  L  ont  les  significations  que  nous   leur    avons 
attribuées  au  chapitre  III  du  livre  II,  et  c'a  est  égal  à 

A^^^m'[-=        *  ^_-^^'-i-yy;-l-^^-]. 

Cette  foactioQ,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  résulte  princîpa- 


rfG       dA 
dt  ~  dg' 

dg  dS^ 
dt  -       rfG' 

rfH      dA 
dt  ~  dh' 

dh  dA 
dt  ~       dH' 

rfL      dA 
dt~  dl' 

dl           dSi 

dl  ~       dl! 
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lement  de  Tàclion  perturbatrice  du  Soleil,  et  Ton  doit  y  rem- 
placer a?,  y,  z  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  du 
mouvement  elliptique  et  exprimées  en  fonction  des  variableô 
g^  A,  ^,  G,  H,  L.  Toutefois,  pour  faciliter  le  développement  de 

1 

^,  on  substitue  aux  quantités  G,H,L  celles  a,^,  et  Y=sin-  i, 

liées  aux  premières  par  les  relations 


a  =  ~,         e  =  yi-j^,,         Y  =  V2-2G' 

qui  se  déduisent  de  celles  que  nous  avons  fait'connaUre  aux 
pages  89  et  155. 

En  même  temps  que  Ton  remplace  a?,  y,  -ar,  par  leurs  valeurs 
en  fonction  des  nouvelles  variables,  on  doit  mettre  à  la  place 
de  X  %/  z\  les  valeurs  de  ces  coordonnées  qui  sont  supposées 
connues  en  fonction  du  temps  (*). 

^  devient  ainsi  une  fonction  de  a,  e,  y,  /,  g^  h,  et  cette 
fonction,  par  suite  de  la  substitution  de  L  et  ^  à  C  et  c,  se 
trouve  modifiée  de  telle  sorte  que  le  temps  t  n'y  entre  plus 
explicitement  qu'introduit  par •  les  coordonnées  du  Soleil; 
dans  les  coordonnées  de  la  Lune,  il  est  remplacé  par  Tano- 
malie  moyenne  î.  En  outre,  <R  est  augmenté  d'un  terme  fonc- 
tion du  grand  axe  et  indépendant  de  la  masse  troublante  m\ 
ce  qui  fait  que  cette  fonction  ne  se  réduit  plus  à  zéro,  lors- 
qu'on y  suppose  i^ulle  l'action  perturbatrice  du  Soleil. 

(a)  Pour  simplifier  la  question  et  n^avoir  à  en  considérer  que  la  partie 
capitale,  on  fait  tout  d'abord  abstraction  des  inégalités  qui  afTectent  les 
éléments  elliptiques  du  Soleil,  et  Toq  uégligo,  en  outre,  daus  Tévaluatlon 

M 

de  la  force  perturbatrice,  lo  raprx)rt  —,  de  la  masse  de  la  Terre  à  celle  du 

m 

Soleil,  rapport  qui  est  très  petit.  On  tient  compte  ensuite,  dans  une  seconde 
approximation,  des  termes  négligés,  ainsi  que  des  effets  très  faibles  dus  à 
l'atlracUon  des  planètes,  à  la  non-sphéricité  de  la  Terre,  etc.    '- 


Digitized  by  VjOOÇIC 

Â 


34^6  LIVRE  Vï  —  CHAPITRE  I! 

Pour  effectuer  le  développement  de  la  fonction  ^,  nous 
prendrons,  pour  plan  fixe,  le  plan  de  Técliptique  à  une 
époque  particulière  correspondant  à  l'origine  du  temps,  et 
nous  rapporterons  A  et  ^  au  plan  mobile  des  ocy  parallèle  au 
premier.  Ces  angles  seront  alors  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  la  Lune  sur  ce  plan  des  œy^  longitude  comptée  à  par- 
tir de  Taxe  des  x^  et  la  distance  angulaire  du  nœud  ascendant 
au  périgée.  Gela  posé,  soient  : 

V  Tangle  compris  entre  la  ligne  des  nœuds  et  le  rayon  vec- 
teur r  ; 
t  rinclinaison  de  l'orbite  lunaire  ; 

^  etT)  les  coordonnées  du  centre  de  la  Lune  sur  le  plan  des  ary^ 
coordonnées  rapportées  à  la  droite  d'où  l'on  compte 
l'angle  t?,  et  à  une  perpendiculaire  à  cette  droite. 
On  aura 

Ç  =  r  cos  f>y 

7|  =  r  sin  «  cos  «, 

et  en  outre 

jt  =  r  sin  t?  sîn  t. 

Mais  en  prenant  pour  axe  des  œ  la  ligne  fixe  d*où  Ton 
compte  les  longitudes,  et  pour  axe  des  y  une  perpendiculaire 
à  cette  droite,  on  a 

œ  =z\  cos  h  —  7j  sin  A, 
y  =  7|  cos  A  +  5  sin  h. 
On  a  donc 

a?  =  r  cos  V  cos  h  —  r  sîn  t?  cos  t  sîn  A, 
y  =  r  cos  î?  sin  A  -f  r  sin  v  cos  i  cos  A, 
-y  =  r  sin  «  sin  t. 
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Ces  relations  expriment,  comme  on  voit,  œ,  y  y  z^  en  fonc- 
tion de  r,  Ti,  iy  et  de  r. 

Relativement  aux  coordonnées  x\  y',  ^  dont  l'origine  est 
au  centre  du  Soleil,  si  Ton  désigne  par  r',  t?',  h\  i  des  quantités 
analogues  à  celles  r,  r,  A,  t,  savoir  : 
r  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre  ; 
t?'  la  distance  angulaire  du  Soleil  au  nœud  ascendant  de 

Fécliptique  mobile; 
7i  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Fécliptique   mobile 
comptée  sur  Técliptique  fixe  à  partir  de  la  droite  qui  a 
été  prise  pour  axe  des  m; 
i'  l'inclinaison  mutuelle  des  plans  des  deux  écliptiques  ; 
on  aura  semblablement 

œ'z=z  r'  cos  o'  cos  h!  —  /  sin  v  cos  H  sin  h\ 
y'  =zr^  cos  v'  sin  A'  -f"  ^*  sin  î?'*co8  %'  cos  h\ 
z'  =  r'  sin  v'  sin  i\ 

Appelons  h  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux 
rayons  vecteurs  r  et  r';  on  aura 

œx*  -|-  yy*  -j-  zz*  =  tr'^^ 
pa  =  ra +r'*  — 2rr'S, 

et  par  suite  Texpression  précédente  de  S^  deviendra 

W  ^  =  è  +  ^LN/r^  +  r'*-2rr'S  ""  ^J' 

Quant  à  la  valeur  de  S  qui  entre  dans  cette  formule,  elle 
est  égale  à 

5  =(cos  V  cos  A— sin  v  sin  h  cos  t)  (cosv  cos  Ji —  sînu'sin  A'cost") 
-|- (cost?sin A-|"Sinî?cosAcost)  (cos  »  sin  A'-f-sint?'cos A'cose') 
-J-  sin  V  sin  t  sin  t?'  sin  i". 
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Si  Ton  observe  maintenant  que 


sin  t  =  2y  v/l  —  Y^i     sin  i'  =  2yVi  —y*, 
cos  1  =  1—  2y*,  cos  i'  =  1  —  2  y'*, 

(y'  étant  égal  à  sin  ^  /'),   on  pourra  mettre  cette  expression 
de  S  sous  la  forme  suivante  : 

S  =  (l  _  y'  _  ^'i  4,  yY')  cos(r4-  a  —  t?'  —  A') 

-J-  (^2  _  ^2^'*)  COS  (w  —  A  4-  v'  4-  ^'j 
+  (^'2  _  ^2^'*)  COS  (t?  +  A  4-  r'  -  A') 

(ô)  4,  ^2^'a  COS  (t?  —  A  —  t?'  +  A') 

+  âYyVi  —  Y^  Vi  —  y'^  ces  (u  —  t?') 
—  âYyVi  —  r^  v/l  —  y'*  cos  [v  4-  t?'). 

En  substituant  dans  l'expression  précédente  (a)  cette  valeur 
de  Si  ^deviendra  donc  une  fonction  des  variables  y,  y't  v,  t?', 
A',  A,  r'et  r';  et  comme  r  et  «sont  donnés,  d'après  les  formules 
du  mouvement  elliptique,  en  fonction  de  a,  «,  /,  et^,  r'H  aura 
finalement  cette  forme 

^  =  fonct.  m'  (y,  y',  A,  A',  t?,  i?',  a,  e,  Z,  ^). 

Les  valeurs  de  r  et  de  t?'  qui  figurent  dans  cette  expression  se 
rapportent  au  mouvement  apparent  du  Soleil,  tel  qu'il  résulte 
des  diverses  causes  qui  le  troublent.  Pour  rendre  aussi 
simple  que  possible  le  développement  de  ^,  nous  supposerons 
tout  d'abord  que  ce  mouvement  se  fait  rigoureusement  sui- 
vant les  lois  du  mouvement  elliptique,  et  nous  ferons,  par 
conséquent,  abstraction  des  inégalités  tant  séculaires  que 
périodiques  qui  l'afTectent.  r  et  v'  étant  alors  réduits  à  leur 
partie  elliptique^  les  valeurs  de  ces  quantités  seront  données, 
comme  celles  der  et  det?,  à  l'aidedes  formules  que  nous  nvons 
fait  connaître  à  la  page 96,  en  ayant  soin  seulement  d  y  accen- 
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tuer  les  lettres  a,  e,  ^,  g,  qui  y  entrent.  Par  suit^  de  celte 
supposition,  Tangle  y'  sera  nal,  h'  deviendra  une  constante 
que  l'on  devra  partout  réunir  à  ^',  de  telle  sorte  que  AV+i^' 
représentera  la  longitude  du  périgée  solaire;  et  quant  à 
l'angle  f,  il  aura  pour  valeur  rît  -]-  consL,  n'  étant  donné  par 
la  relation 


n'  =• 


asJa' 


Nous  négligerons  ici  la  masse  M  de  la  Terre  qui  est  très 
petite  relativement  à  celle  m!  du  Soleil.  Au  lieu  de  la  valeur 


m  = 


'   m 


qui  se  déduit  de  la  formule  précédente,  nous  pourrons  donc, 
dans  une  première  approximation,  prendre  simplement 

II.  —  DÉVELOPPEMEiNT  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE  EN  SÉRIE 
ORDONNÉE  PAR  RAPPORT  AUX  EXCENTRICITÉS  ET  A  l'iNCLINAISON 
MUTUELLE  DES  ORBITES  DE  LA  LUNE  ET  DU  SOLEIL. 

Il  nous  reste  à  effectuer  le  développement  de  la  fonction 
Si.  dont  nous  venons  d'indiquer  la  formation. 

La  distance  r'  du  Soleil  à  la  Terre  étant  très  grande  relati- 
vement à  celle  r  de  la  Lune,  on  peut  développer  le  premier 
terme  entre  parenthèses  de  l'expression  de  R  en  série  très 

T 

convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  -,•  Posons 


=  7U«  +  ^,U.  +  i^;U2  +  pîU3+- 


y^ra+r-»— ar/S        r'  "»   '    r'»  ^«    '    r'»  ~^   '   r 
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Texpression  générale  du  coefficient  U;„  se  trouvera,  comme  on 
sait,  en  cherchant  le  coefficient  de  r^  dans  le  développement 

de  (1  —  2rS  +  r^)    ^ ,  et  Ton  aura 


i.3.5...2m-^ 
^'"  "■      1.2.3  ...  m 


L  {2,2m  — 1)^ 


mim-^  i)  im  -  2)  (m  -~  3)       _,  1 

+      2.4.  (2m -i)  (2m -3)      ^  ^^^J 

Faisant  successivement  dans  cette  expression  m =0, 1,2, 3..., 
on  aura  donc 


Uo 

=  1, 

u^ 

=  s. 

V, 

=1^' 

1 

-2' 

u. 

=!*• 

-|. 

U4-24*   -24^*    +24' 

U5-24*         24^*    +24*' 
U    -22iis«       »Z?3S4  4. M:^ 


Par  suite,  l'expression  complète  de  A.  deviendra 

Nous  supprimons  ici  le  terme  -j>  terme  qui  ne  renfermant 

pas  les  éléments  ï,  g,  h\  L,  G,  H,  disparaîtrait  des   fur- 
mules  (1). 

U  faut  maintenant  substituer  dans  les  valeurs  de  Uj,  U3.,,. 
l'expression  (6)  de  ^  et  y  faire  y'=o,  puisque  nous  négligeons 
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les  inégalités  du  mouvement  du  Soleil.  Or,  à  cause  de  la 

v 
petitesse  du  rapport  -;  dont  les  diverses  puissances  sont  les 

facteurs  de  U2,  U3...  on  peut,  dans  Texpression  ci-dessus  de 

r* 
^,  négliger  d'abord  les  termes  qui  sont  de  l'ordre  -;j>  termes 

qui  ne  produiraient  que  des  inégalités  insensibles.  Par  la 
même  raison,  on  peut  encore,  dans  les  valeurs  de  U3,  U^  et 
U5  que  Ton  conserve,  faire  abstraction  des  termes  en  y',  y^  et 
y  respectivement.  Ainsi  simpliBée,  la  fonction  A  se  développe 
facilement  en  une  série  de  cosinus  d'angles  formés  par  la 
réunion  des  divers  multiples  de  h,  g,  l,  h\  g\  l\  et  donne, 
en  s'arrétant  aux  dix  premiers  termes, 

^  lA    ,       ,aMl       3   «   ,  3   ,   ,   3  ,,    ,   3    . 


2^1   *        d^\ 

16*  *    ''~64a'» 


-îT»«''-7r'«"  +  f««'«"+r-- 


+  2Tf  ''"  -384*  +32*  *-Ï6*  ^J  ''«'^ 
-r6^'*'+64''  *  +2-56*'+6l*  ^V^'^ 


4- 
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Delaunay,  qui  a  poussé  ce  développement  jusqu'aux  quan- 
tités du  huitième  ordre,  est  parvenu  à  une  expression  qui  ne 
renferme  pas  moins  de  321  termes.  ^ 


III.  —  Ordre  des  différents  termes  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression DE  LA  fonction  PERTURBATRICE 


Afin  de  pouvoir  facilement  distinguer,  dans  le  développe- 
ment de  la  fonction  perturbatrice,  Tordre  des  termes  que  Ton 
doit  conserver  d'après  le  degré  d^approximation  auquel  on 

désire  s'arrêter,  on  est  convenu  de  regarder  le  rapport  —  des 

moyens  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune  comme  une  quantité 
très  petite  du  premier  ordre;  ce  rapport  est  représenté  à  très  peu 

près  par  la  fraction  —  >  la  distance  moyenne  du  Soleil  à  la  Terre 
étant  1. 

Pareillement,  on  regarde  comme  des  quantités  du  premier 
ordre  les  fractions  e,  e\^y  dont  les  valeurs  sont  à  très  peu  près 

111 

égales  à— î  —?  rr  •  Quant  aux  carrés  et  aux  produits  de  ces  quan- 
tités, à  leurs  cubes  et  à  leurs  produits  de  trois  dimensions  etc. 
on  les  considère,  en  général ,  comme  des  quantités  du 
deuxième  ordre,  du  troisième  ordre,  etc.  Toutefois,  à  l'égard 
de  e\  comme  cette  quantité  est  environ  trois  fois  plus  petite 
que  celle  y,  il  convient  de  regarder  e*,  e'*,  e''...  comme 
des  quantités  des  quatrième,  cinquième,  sixième  ordres,  etc. 

Relativement  au  rapport  —7  des  moyennes  distances  de  la 
Lune  et  du  Soleil  à  la  Terre,  rapport  qui  est  à  très  peu  près 
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1 

égal  à  -jT-zi  on  le  considère  comme  une  quantité  du  second 

ordre.  Enfin  on  regarde  comme  étant  du  second  ordre  le  fac- 
leur  w'-7ji  qui  multiplie  les  premiers  termes  du  développe- 
ment de  ^.  Le  rapport  de  ce  terme  à  celui  non  périodique 


^  est,  en  effet, 

fxa'3          n* 

et  nous  avons  vu  que  la  quantité  —  est  du  premier  ordre. 
De  là  résulte  que  les  autres  facteurs 


dont  les  rapports  au  premier  terme  ^  ont  respectivement  pour 
valeurs 


devront  être  regardés  comme  des  quantités  des  quatrième, 
sixième,  huitième  ordres,  et  ainsi  de  suite. 

lY.  —  Expression  des  coordonnées  de  la  lune  en  fonction 

DU  TEMPS 

Les  trois  coordonnées  que  les  astronomes  ont  coutume 
d'employer  pour  fixer  à  chaque  instant  la  position  de  la  Lune 
par  rapport  à  Técliptique,  sont  sa  longitude  v^  sa  latitude  «p  et  sa 

ASTRONOMIE  TH6oRIQUB.  23 
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parallaxe  éqiuitorialeTl.Ge  sont  ces  trois  coordonnées  que  Ton 
substitue  à  celles  rectilignes  a?,  y,  z,  que  nous  avons  jusqu'ici 
considérées  ;  et  comme  ces  dernières  sont  des  fonctions  connues 
de  î,  g,  A,  L,  G,  H,  ou  si  l'on  veut  de  a,  e,  y»  ^>  fff  K  on  voit 
qu'il  faut  tout  d'abord  exprimer  r,  f  et  II  en  fonction  des 
mêmes  quantités. 
Soient  à  cet  effet, 

t?!  la  longitude  de  la  lune  comptée  sur  l'écliptique 
fixe,  c'est-à-dire  sur  le  plan  des  œy  à  partir  de 
Taxe  des  œ  ; 

(p  sa  latitude  rapportée  au  même  plan  ; 

n  la  parallaxe  équatoriale  ; 

r  le  rayon  vecteur  qui  joint  la  Lune  à  la  Terre  ; 

û  le  rayon  équatorial  de  la  Terre. 

Par  la  considération  du  triangle  sphérique  rectangle  dont 
V  est  l'hypoténuse,  t?^  —  A  un  côté  de  l'angle  droit  et  i  l'angle 
adjacent,  on  aura  d'abord 

{a)  tang  (î?^  —  K)=z  tang  v  cos  t. 

On  aura  ensuite  en  considérant  le  second  côté  ^  de  l'angle 
droit 

(b)  sin  <p  =  sin  I?  sin  t. 


Quant  à  l'expression  de  la  parallaxe  U,  elle  est  égale  à  l'in- 

erse  -  de  la  distance  d 
r 

c'est-à-dire  que  l'on  a 


verse  -  de  la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre,  multipliée  par  Q, 


(c)  n  =  Ql. 
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La  valeur  de  -  peut  aisément  se  déduire  de  celle  que  noaa 

avons  donnée  pour  r;  et  en  s'arrêtant  aux  termes  du  cin- 
quième ordre  par  rapport  à  e,  on  trouve 

+  (e*— |e*)cos2/ 

-j-  r  e*  cos  kl 
H-^e»  cosSiJ. 

Maintenant,  si  Ton  remplace  dans  les  équations  [a]  et  {b) 
casi  et  sin  i  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  y,  savoir  1 — ây^ 
et  2y  \/l  —  Y*,  puis  qu'on  développe  In  séries  les  valeurs  ré- 
sultantes, on  trouvera  en  s'arrétant  aux  termes  qui  sont  du 
sixième  ordre  par  rapport  à  y, 

t?^  =  ^  -f"  ^  -"  (y^  +  Y'*  +  T*)  sin  2v 
+  (2Y'  +  T')sin4t? 

—  g  Y«  sin  6t?; 

?  =  (2y  — jr'^jsint? 
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k 


Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  dans  ces  expressions  et 
dans  celle  de  -)  v  par  sa  valeur  (a)  et  à  effectuer  les  dévelop- 
pements indiqués.  Alors  t?^  «p  et  -  se    trouveront   exprimés 

en  fonction  de  'a,e;y,  l^g,  A,  dont  les  valeurs  seront  fournies 
par  Tintégration  des  équations  (1),  après  que  ^  y  aura  été 
remplacé  par  son  développement  en  série. 


h 


1 
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Équations  différentielles  du  problème  des  Xroîn 
eorps 


I.  —  Solution  générale  de  lagrange 


Considérons  trois  corps  m,  m\  m^  soumis  à  leur  attraction 
mutuelle  supposée  proportionnelle  aux  masses  et  en  raisun 
inverse  du  carré  des  distances.  Désignons  par  œ,  y,  ^  tes 
coordonnées  rectangles  du  corps  m^  autour  de  m  et  par  ^î'^  }/\  zf 
celles  du  corps  m"  autour  du  même  point.  Soient  de  plus 


r*  =  a?*  +  y*  -j-  ^*  =  mm! 


/2 


» 


r^=cc'^  +  y^  +  z^  =  mmr, 

p»  =  [af  -  œ)^  +  {y'  -y]^  -|-  [z  -  z)'  =  /lï^-, 

[X  =  w  +  *^'»  (a'  =  m  -{-  m". 


D'après  ce  qu'on  a  vu  au  chapitre  I  du  livre  I,  on  aura  pour 
exprimer  les  mouvements  relatifs  des  corps  m'  et  m*  autour 
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de  celui  m,  les  six  équations  différentielles  suivantes  : 

(3)      {^  +  '^'  +  »'C^  +  ^)=o, 

Soient 

d'où 

œ^,  y^,  ^^  seront  les  coordonnées  rectangles  de  Torbite  du 
corps  m"  autour  de  m\  et  en  posant  ^^  =m'  -^  wC^  on  aura 
pour  les  équations  différentielles  du  mouvement 

(•)  ]^+^+'»(v^+i;)=». 


Les  équations  différentielles  (2)  et  (3)  renferment  la  solution 
du  problème  des  trois  corps  pris  dans  toute  sa  généralité  ;  elles 
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sont  du  second  ordre  et  aux  nornhre  de  six.  Mais  en  Les  ex- 
primant en  fonclion  des  variables  principales  r,  r\  p,  comme 
Ta  fait  Lagrange,  on  peut  les  réduire  à  deux  équations  diffé- 
rentielles du  second  ordre  et  h  une  du  troisième.  Voici  Tanalyse 
très  simple  sur  laquelle  repose  celte  transformation,  analys 
que  l'on  peut  rendre  plus  concise  encore,  en  modifiant  légè- 
rement la  marche  du  calcul  .^uivie  par  Lagrange. 

On  déduit  de  la  première  des  équations  (1)  en  la  difTérentiant 
deux  fois  de  suite  par  rapport  h  £, 

expression  dans  laquelle 


Or,  si  dans  cette  équation  on  met  à  la  place  des  dérivées 

j^  '  '^'  "^^  ^^^^  valeurs  fo 
qu'on  ait  égard  aux  relations 


-^t  ^ï  -^ï  leurs  valeurs  fournies  par  les  équations  (2),  et 


r^  =  a^  ^y^  +  z\      œx  -\-  yy'  -f  ^^'  =^  |  (r^'  +  r'^  -  f). 


on  aura 


+ «■  (?i-^)l('-' +'^  -  f")  -  •"=  ». 

équation  qui  subsiste  quand  on  y  remplace  r,  *n*,  v  par  r\m,  v^ 
ou  par  p^  m,  î?^,  ce  qui  donne  deux  autres  équations  pour 
exprimer  ^  et  -^■ 
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On  a  d'ailleurs  par  la  différentiation  de  Téqualion  qui 
donne  v^ 

cPx   cPy  cPz 
d'où  en  mettant  encore  pour  -^>  -j-f-»  -^>  leurs   valeurs 

tirées  des  équations  (2) 

Faisons  pour  abréger 

I    |(r'»+p' -'•')  =  «. 

11  11  11 

(^)     7^  "" ^  =  ^4»    H  ~  ^  =  ^2    prs  —  ;3  =  <»4  —  ^2  =  ^3; 
il  en  résultera 

et,  par  suite,  l'expression  ci-dessus  de  vdv  deviendra 

Maintenant  si  Ton  différentie  Téquation  identique 

^  +  yy'  +  ^^'=  2  (^^  +  ^'*  —  p*) 
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et  qu'on  pose 

[œ*dx  —  xdœ')  +  iydy  —  ydy')  -f-  {z'dz  —  zdz')  =  ûR;, 
on  aura 

œdx  +  ydy  -f-  z^dz  =  5  {rdr  -j-  r'dr'  —  pc?p  -f-  dÇ) 
On  aura  donc 

ou  en  remplaçant  <Tj  —  <t^  par  —  <t,  et  posant 

2r  rfr  =  -  2  ^^5^  rfr  +  w"  rf  ^ , 

équation  qui  étant  intégrée  donne 

(10)  t?a  =  2  t±^'  +  m^  2  • 

Substituant  cette  valeur  dans  Téquation   [b)  et  remarquant 
que,  d'après  les  relations  (8)  et  (9), 

on  aura  enfla 
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En  posant 

» 

on  trouverait  de  même 

II  reste  à  déterminer  la  valeur  de  C.  Or  si  Ton  différeniie 
l'expression  précédente  de  dX^  et  que,  dans  le  résultat  de  cette 
différentiation 

cPÇ  =  {xd^x  —  xd^x)  +  [yd^y  —  y^V)  +  {^'^^  —  zdC^z')^ 

on  substitue  pour   d^x^  d?y^  d^z,  dW.,,  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (2)  et  (3),  on  aura  pour  déterminer  dZ 


dK 
(x)  ^  4"  ^''^^i  —  wVdj  —  wff^  =  0. 


Ajoutons  les  trois  équation  (a),  {b),  [c),  après   les    avoir 
divisées  par  m,  m\  m",  respectivement;  en  remarquant  que 

d'où 

2  + S' +2' =''«'«'•> 
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on  aura 

(1  1  1  \ 

mr   *   mr    '   mp/  * 

équation  qui  n'est  qu'une  transformation  de  l'intégrale  des 
forces  vives. 

Les  trois  équations  (a),  [b\  (c)  qui  précèdent  étant  des  fonc- 
tions de  r,  r',  p,  de  leurs  différentielles  premières  c?r,  dr\  rfp 

et  de  —  qui  y  est  introduit  par  les  valeurs  de  V>  ^  et^  > 
on  voit  que  si,  de  Tune  quelconque  de  ces  équations,  on  tire 
la  valeur  de  -tt  pour  la  porter  dans  les  deux  autres,  ces  der- 
nières ne  cesseront  pas  d'être  différentielles  du  second  ordre  ; 
tandis  que  si  l'on  forme  la  dérivée  -^  pour  la  substituer  dans 

l'équation  (a),  celle-ci  entre  les  mêmes  variables  r,  r,  p  et  < 
montera  au  troisième  ordre.  Le  système  différentiel  de 
Lagrange  est  donc  réduit  à  deux  équations  du  second  ordre 
et  à  une  du  troisième,  et  le  nombre  des  intégrations  à  effec- 
tuer est  de  sept.  Ces  trois  équations  ayant  lieu  entre  les  dis- 
tances r,  r',  p  et  le  temps  t^  pourront  servir  à  déterminer, 
pour  chaque  instant  donné,  la  position  relative  des  trois 
corps  m,  m',  m". 

II.  —  Analyse  des  cas  ou  le  problème  des  trois  corps 

ADMET  UNE  SOLUTION   RIGOUREUSE 

Nous  avons  analysé  dans  V Introduction  historique  les  deux 
cas  où  le  problème  des  trois  corps  admet  une  solution  rigou- 
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reuse.  Il  nous  reste  maintenant  à  développer  la  solution  de 
ces  cas,  c'est-à-dire  à  exprimer  analytiquement  les  conditions 
que  doivent  remplir  les  masses,  les  vitesses  et  les  distances  des 
trois  corps  pour  que  le  mouvement  de  deux  quelconques 
d'entre  eux  autour  du  troisième,  soit  de  même  nature  que 
celui  d*un  point  matériel  attiré  par  un  centre  fixe,  question 
que  Ton  sait  résoudre  exactement. 

Soient  donc  m,  m\  m"  les  masses  de  trois  corps  ou  points 
matériels  que  nous  supposerons  s'attirer  suivant  la  loi  géné- 
rale de  la  gravitation.  Admettons  que  le  mouvement  de  deux 
de  ces  points,  savoir  w!  et  rn!'  s'effectue  toujours  dans  an 
même  plan  autour  du  troisième  m,  et  soient: 

X  t\.y  les  coordonnées  du  point  m'  par  rapport  à  des  axes 

rectangulaires  passant  par  le  point  m  ; 
X  et  y'  des  coordonnées  semblables  relatives  au  point  m"  ; 


r,  r',p  les  distances  mutuelles  mm ,  mm  ,  mm\  eu  sorte  que 

r>  =  co^+y\  r'>  =  œ'^  +  y^  p^  =  (œ-xy+  (y-y?. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  paragraphe  qui  précède,  on  aura 
pour  déterminer  les  mouvements  relatifs  de  m'  et  m"  autour 
du  point  w 

/     cPx       llX  ,       „  (x  —  x'      x'\ 

(1)        I  \     r  / 

cPaj'      a'a?'  ,      ,  (as  —  x  ,   œ\ 
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Posons 

(2)  œ=z(i-^p)œ\    y  =  {i+p)y\ 

d'où 

r  =  (1  +  p)  r',     p  =  pr\ 

p  étant  une  constante  qui  sera  essentiellement  positive,  si 
Ton  suppose  r  >  r'  \  on  aura 

œ 0^ 

Or,  si  Ton  substitue  les  valeurs  (2)  dans  la  troisième  des 
équations  (1),  on  aura 


o-  r  '  o-    ^'    ^n  £[_ 


ou  en  représentant  par  K'  la  partie  entre  crochets 

(3)  9-'4-K'»^;  =  o. 

Les  mêmes  substitutions  faites  dans  la  première  des  équations 
(1)  donnent 

en  sorte  que  la  condition  pour  déterminer  p  est  exprimée  par 
la  relation 
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OU  par  celle 

|xy  +  (3m  -f  2m'0  p*  +  (3m  +  m")  p» 


^  ^    '  — (m'^-f  3m)p«— (2m*'  +  3m')p  — (m'  +  m^)==ot«>. 

La  seconde  et  la  quatrième  des  équations  (i),  traitées  de  la 
môme  manière,  conduiraient  à  Féquation 

et  à  la  miéme  relation  (a).  Ainsi  les  équations  (1)  sont  satisfaites 
en  prenant  pour  a;  et  ^  des  valeurs  de  la  forme  (2).  Et  comme 
la  relation  (4)  supposée  remplie»  rend  la  première  et  la 
troisième  des  équations  (1)  identiques  entre  elles  et  avec 
Téquation  (3)  ;  de  même  qu'elle  rend  la  seconde  et  la  quatrième 
des  mêmes  équations  identiques  entre  elles  et  avec  Téquation 
(5),  on  en  conclut  que  le  cas  de 

œ       y 

(a)  si  dans  le  premier  membre  de  cetle  relation,  on  &lt  successivement 
p  =:  Oy  p  =:  1,  on  obtient 

—  (m'  +  m'),    7m  —  7m', 

résultats  de  signes  contraires,  tant  que  l'on  a  m  >  m'.  Donc,  dans  ce  cas, 
p  est  toujours  inférieur  à  l'unité* 

Lorsqu'on  suppose  que  les  trois  masses  m,  m',  m'  se  rapportent  respec- 
tivement ou  Soleil,  à  la  Terre  et  à  la  Lune,  la  valeur  positive  de  p  est  une 
très  petite  fraclion,  et  Ton  a  approximativement 


3  /m'  +  m' 
3m 


ou  a  très  peu  près 


1 


comme  Laplace  Ta  fait  observer  au  Livre  X  de  la  Méoaniqw  UUêie. 
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est  un  de  ceux  où  le  problème  des  trois  corps  admet  une 
solution  rigoureuse.  Cette  solution  exige  non  seulement  que 
les  trois  corps  soient  constamment  en  ligne  droite,  mais  encore 
que  leurs  distances  r  et  r'  soient  dans  un  rapport  constant 
déterminé  par  la  relation 


r' 


La  seconde  solution  est  celle  où  les  trois  corps  sont  cons- 
tamment situés  aux  sommets  d'un  triangle  équilatéral  et,  par 
conséquent,  où  Ton  a 

(6)  r  =  r=p    et    -=-=-±. 

Dans  ce  cas,  les  équations  (i)  se  réduisent  aux  suivantes  : 


et  l'on  voit  alors  que  chacun  des  deux  corps  m',  m"  se  meut 
comme  s*il  était  attiré  par  le  centre  de  gravité  avec  une  masse 
égale  à  la  masse  totale  des  trois  corps.  La  seconde  des  relations 
(6)  montre,  en  outre,  que  les  vitesses  de  ces  deux  corps  doivent 
être  égales  et  également  inclinées  sur  les  rayons  vecteurs  r  et 
r'  qui  joignent  chacun  de  ces  corps  au  centre  de  gravité  m. 
En  résumé,  on  voit  que  les  suppositions  de 

£  —2. 

>«'  ^"^  */ 
œ       y 
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ramènent  les  équations  (1)  à  celles  (3),  (5)  ou  (7)  qui  ont  la 
même  forme  que  les  équations  qui  régissent  le  mouvement 
d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  ;  et  c'est  pour  cela  que  ces 
deux  cas  particuliers  sont  susceptibles  d*une  solution  exacte. 
On  retrouverait,  du  reste,  les  conditions  (2)  et  (6),  en  identifiant 
les  deux  premières  des  équations  (1)  et  les  deux  dernières, 
avec  celles  (3)  et  (5)  respectivement. 
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APPLICATION  DES  PRINCIPES  QUI  PRÉCÈDENT  K  L'EXPLICATION  ET 
A  LA  FORMATION  DES  TABLES  DU  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES 


LIVRE    I 

JParties  séculaires  et  parties  périodiques  des  éléments  des  orbites 


CHAPITRE  I 

Valeurs  provisoires  et  valeurs   corrigées 
des  éléments 


I.  —  Considérations  générales.  —  Valeurs  provisoehes  des 

ÉLÉMENTS 

L'ensemble  des  formules  et  des  données  numériques  aux^ 
quelles  conduit  Tapplication  des  Théories  qui  précèdent, 
permet  de  calculer  directement  la  position  hêliocentrique 
d*une  planète  à  une  époque  donnée  quelconque.  Mais  le  cal- 
cul du  lieu  d*un  astre  ainsi  effectué  serait  extrômement  long, 
impraticable  même,  s*il  fallait  l'étendre  à  un  grand  nombre 
de  positions.  11  devient  donc  indispensable,  pour  l'abréger, 
de  réduire  en  nombres  les  formules  de  la  théorie  et  d'eo 
composer  des  Tables  générales  qui  permettent  de  calculer 
beaucoup  plus  rapidement  la  position  hêliocentrique  de 
)*astre  à  l'époque  considérée,  (l'est  ce  sujet  que  nous  allons 
traiter  dans  cette  seconde  partie  de  l'Ouvrage,  en  bornant 
nos  explications  et  nos  calculs  aux  Tables  de  Jupiter  et  de 

ASTRONOMIB  THÉORIQUE ,  2A 
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Saturne,  telles  que  Le  Verrier  les  a  données  dans  les  tomes  XI 
et  XII  de  ses  Recherches  astronomiques. 

Dans  les  Tables  dont  nous  parlons,  le  temps  t,  pris  pour 
la  variable  indépendante,  y  est  compté  en  années  juliennes  de 
365^.25  et  commence  au  midi  moyen  du  i^  janvier  1850. 
Cette  origine  du  temps  est  ce  qu*on  nomme  Vépoque  des 
Tables  ;  son  choix  est  tout  à  fait  arbitraire. 

Les  positions  héliocentriques  fournies  par  les  Tables  se 
trouvent,  toutes,  rapportées  à  Técliptique  et  à  Téquinoxe 
moyen  de  l'époque  1850  -{-  ù  ;  mais  pour  les  déterminer,  il 
a  d'abord  fallu  les  rapporter  à  un  plan  fixe  arbitraire  et  à 
une  droite  fixe  qui  sont  le  plan  de  Técliptique  à  Torigine  du 
temps  et  la  position  moyenne  de  la  ligne  des  équinoxes  à  la 
même  époque.  C'est  de  cette  manière  que  les  élé- 
ments e,  (5,  <p  et  6  des  orbites  des  huit  planètes  principales 
ont  été  calculés  pour  des  époques  équidistantes  de  500  ans 
depuis  l'année  1850  jusqu'à  Tannée  3850  <«\ 

Les  résultats  que  l'on  a  obtenu  pour  Jupiter  sont  les  sui- 
vants ^*': 


fl] 

1850... 
2350... 
2850... 

c 
9949',97 
.    10120,29 
.    10285,51 

c5 
11*.54',53M0 
13,0,3,96 
14  .  7  ,  6  ,58 

? 
1%18',40'.31 
1  ,18  ,  6  ,51 
1  ,17  ,38  ,91 

d 
98%54',20^,5 
99,48,  4  ,9 
100,44,13  ,7 

3350... 

10445  ,33 

15  ,15  ,51  ,12 

1  ,17  ,17  ,74 

101  ,42  ,21  »7 

3850... 

10599  ,52 

16  ,26  ,  7  ,86 

1 ,17  ,  3  ,15 

102  ,42  ,  4  ,1 

(a)  Pour  nous  conformer  à  la  notation  des  Tables,  nous  remplacerons  la 
lettre  o»,  employée  jusquMci  pour  désigner  la  longitude  du  périhélie,  par 
celle  cb;  et  nous  désignerons,  dans  la  suite,  par  a  l'obliquité  do  l'édip- 
tique. 

(6)  Le  calcul  de  ces  valeurs  repose  sur  l'emploi  des  formules  que  noua 
avons  données  au  chap.  II  du  livre  IV  pour  déterminer  lesvarifUionê  <éeu- 
laires  des  éléments  e,  û,  ^  et  6  ;  on  doit  y  considérer  les  actions  de  Mercure. 
Vénus,  la  Terre,  Mars,  Saturne,  Uranus  et  Neptune.  Bn  formant,  pour 
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Ces  valeurs  ne  sont  point  définitives:  elles  exigent  deux 
corrections  que  nous  déterminerons  par  la  suite.  La  première 
tient  compte  des  déplacements  de  Técliptique  et  de  la  ligne 
des  équinoxes,  et  ramène,  par  conséquent ,  Finclinaison  (p 
du  plan  de  Técliptique  de  1850,0  à  celle  (p^  de  l'é- 
poque i850  -|-  l,  et  les  longitudes  (5  et  6  à  celles  S>^  et  Ô4  qui 
se  rapportent  à  Téquinoxe  de  la  même  époque  ;  la  seconde 
résulte  de  la  comparaison  de  la  théorie  avec  les  observations 
et  fournit  les  valeurs  corrigées  des  éléments,  valeurs  sur  les- 
quelles sont  fondées  les  Tables  définitives  du  mouvement  des 
planètes.  Nous  reviendrons  dans  le  chapitre  V  sur  cette 
dernière  correction  qui  s'applique  indistinctement  à  tous  les 
éléments  de  Torbite. 

II.  —  DÉPLACBHENTS  SÉCULAIRES   DE  L'ÉCLIPTJQUE  ET  DE  L'EQUA- 
TEUR. —  Formules  de  réduction 

Occupons-nous  présentenrent  de  déterminer  les  change- 
ments que  subissent  les  éléments  e,  (5,  (p  et  6,  par  suite  des 
déplacements  séculaires  de  Técliptique  et  de  l'équateur. 

chaque  époque  considérée,  la  somme  des  variations  séculaires  correspondant 
à  ces  diverses  actions,  et  ajoutant  cette  somme  aux  valeurs  de  «,£)...  re- 
latives à  l'époque  1850  (celles-ci  sont  déterminées  directement  par  les  obser- 
TaUons),on  obtient  les  valeurs  des  mêmes  élém<)nt8  rapportées  aux  époques 
2350»  2850, 3350  et  3850.  Pour  Texcentrlcité  0,  par  exemple,  on  a 

Variations  séculaires  totales  de  e 

1850  2350  2850  3350  3850 

0%00  170^,32  338^',54  495^,36  649^,55 

En  ajoutant  donc  successivement  ces  valeurs  à  celle  9949'',97  qui  répond 
à  répoque  1850,0,  on  formera  la  colonne  du  tableau  [1  j  en  tète  de  laquelle  e 
est  inscrit. 
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Soient  {fig.  2)  : 

Y  E  l'écliptique  de  1850  ; 

Y  la  position  de  Téquinoxe  moyen  ; 
VE  récliptique  de  1850  +  t; 

Y*'  l'équinoxe  à  cette  époque  ; 

Y's  Téquateur  de  1850 -f  t; 

N'm  l'orbite  elliptique  de  la  planète  m. 


Kig.  2. 


350 


Nous  supposerons  que  Ton  connaisse  en  fonction  du  temps  /; 

1«  L'angle  YE  =  6''  et  Tinclinaison  YEV  =  ^"^  c'est-à- 
dire  la  position  de  Técliplique  de  1850  •\- 1  par  rapport  à 
récliptique  de  1850  ; 

2°L*angle  d  et  l'inclinaison  9  qui  définissent  la  position  NVn 
du  plan  de  Torbite  de  Jupiter  à  Tépoque  1850; 

3^  Les  angles  ^  et  o)',  c'est-à-dire  la  position  de  Féquateur 
de  1850  -|-  ^  P^i"  rapport  à  récliptique  de  1850. 

Les  quantités  qu'il  s'agira  de  déterminer  seront  alors  : 
l""  l'angle  6^,  ou  la  longitude  du  nœud  ascendant  N'de  Jupiter 
sur  récliptique  mobile  Y^'E  ;  â^  Tinclinaison  (p^  de  son  or- 
bite sur  le  même  plan  ;  et  3°  l'angle  6^  —  6  -f-  NN'  ou.la  cor- 
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rection  s  commune  à  la  longitude  moyenne  et  à  celle  du  pé- 
rihélie. 

Considérons  le  triangle  N'NE  dans  lequel 

NE  ^  r  —  0,      N'E  —  Vi~  6^t-),      rfNE  —  180^  —  tp. 

Par  les  formules  générales  de  la  Trigonomélrie  sphérique,  *( 

on  aura  ,  t 

» 

fcot  (Ôï  —  e^)  ftin  (0'^  —  6)  =  C08  {Û* —  9)  Cûs  Ep"  —  col  f  sin  !p% 

(I)  îsinNN' sîn^  =  sin(&J — d|]sinip^, 
'sin^i  gin(6J  —  &<)  ^  6in(â''  —  Ô)  tîn^p. 

Ainsi  Tangle  (9J  —  ^^)  étant  déterminé  par  la  première  de 
ce»  formules,  les  deux  autres  foronl  connaître  NN'  et  9,. 

On  poarrait  aussi  déterminer  OJ  —  9^  et  NN'  au  moyen  des 
formules  suivantes  : 

ltang|[(6ï^0,)+NNl^— f tang^CO'-flj, 


(lAwX 


sinlKlSO'-ç)-?"] 

et  l'on  aurait  alors 

I  [(«î  -  9.)  +  NN'l  +1  [(Oï  -  8.)  -  NNT  =  flj  -  e,. 
I  m  -  «.)  +  NN']  - 1  [(Oî  -  e,)  -  NN']  =  NN'. 
(a)  S|  eat  r©p?é«enrà  sur  ]»  figura  ps^r  Tare  Y*E* 


Digitized  by 


Google 


374  PARTIE  U.  —  LIVRE  I.   —  CHAPITRE  I 

Il  reste  à  déterminer  d|.  Or,  dans  le  triangle  sphérique 
Y'YTE,  où  VE  est  égal  à  ^J/  -|-  6'',  on  a 

(2)    cot  6  J  sin  (ô"  +  ^)  =  cot  <o'  sin  ly*'  +  cos  (tf'  -f  ^)  cos  <p^  ; 

et  comme  l'angle  B'  —  6^  est  déjà  connu  par  ce  qui  précède, 
on  voit  qu  il  suffira  de  retrancher  de  cet  angle  la  valeur 
de  B'  pour  avoir  O^.  On  pourra  alors  former  l'angle 
Q^  —  0  -|-  NN'  ou  la  correction  3  commune  à  toutesr  les  lon- 
gitudes dans  l'orbite. 

Dans  ces  formules  (1)  et  (2),  [les  éléments  0",  <p"  et  ô,  ^  se 
rapportent  respectivement  à  la  Terre  et  à  Jupiter  ;  Us 
ont  été  calculés  pour  les  cinq  époques  principales  consi- 
dérées par  Le  Verrier,  et  nous  avons  déjà  rapporté  au  §  I 
ceux  de  ces  éléments  qui  sont  relatifs  à  Jupiter.  Quant 
aux  valeurs  de  ^  et  co',  on  a  pour  les  déterminer  à  l'époque 
1850+  t 


(3) 


^  =  50^,371  40  t  —  O'^OOO  1Q8  81  fi, 
<o'  =  23%2r,Hr',83  -f  0,000  007  19  fi. 


III.  —  Application  des  formules  précédentes 


Calcul  de  F  angle  ôf  —  0^ 

Proposons-nous,  comme  application,  de  déterminer  les  va- 
leurs de  ô|  et  de  (^^  qui  s  erapportent  à  l'époque  2850  ;  celle  de  3 
s*en  déduira  ensuite,  comme  nous  l'avons  vu,  par  une  simple 
addition. 
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On  a  d'abord 

(p  =  1^17^38^9^ ,  e  =  i00«,44M3^66, 

ff  =  0«,  r,5r,49,  Ô"  =  170^30^54,51, 

On  a  ensuite  par  les  formules  (3)  et  en  faisant  t  =  1000 

\  =  50371',40  — 108',81  =  13%5T,42*,89, 
<o'  =  23»,27'.3r,83  +  7',19  =  23«,2T,39",02. 

On  déduit  de  là 

6"  4-  4-  =  184«,28',37',10. 
6'  —  6  =    69%46',40",85, 

et  la  première  des  formules  (1)  donne  alors 

log  cosCe"  —  6)  =  9.5386470 

log  cosip*  =  9.9999988 

log  C08{e"  —  6)  cosip"  =  9.5386458 

n.e.  =  +  0.3456573 

log  col(p  =  1.6460670 

log  81^5."=  7.3636281 

log  cot  f  sin  f"  =  9.0096951 

M.  c.  =  —  0.1022575 

-|-  0.3456573 

—  0.1022575 

diff.  =  0.2433998 

log  difl.  =  9.3863203 

—  log  sin  (6"  —  e)  =  9.9723697 

log  cot(6î  —  6,)  r=  9.4139508 

ej  —  e,  =  75«,2r,30',98. 
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Par  rapplicatîon  de  la  formule  (1  bis)y  on  aurait 

1  [(iHO«  -  <p)  —  ç1  =  89^^r. 12^,30, 

\  [(<80»  —  <p)  +  <p1       89.25.  8,79, 
1(0"  — 6)  = 34.53.20,43; 

log  C08  J  [(180«  -  ?)  -  <f'1  =  8.0951079 

4-  log  tang  I  ^9"  -  6)  =  9.8434349 

—  log  C08 1  [(180»  -  <f  )  +  t"]  =  8.0059651 

log  tang|  [(9?  -  9,)+NN']  =  9.9325777 

I  [(flj  _  e,)  +  NN']  =  40»,34',13",08 

log  8in  I  [(180»  -  <p)  -  f"]  =  9.9999664 

log  lang|  (9"  -  9)  =  9.8434349 

_  log  8in  I  [(180»  -  t)  +  9l  =  9.9999777 

log  tang  i  [{9?  -  9,)  -  NNT  =  9.8434236 

i  [(6»  _  9,)  —  NN']  =  34»,53',17",90. 

On  aurait  donc,  comme  ci-dessus, 

^'-^=5[(eî-^)+NN^-f-|i(9î-9,)-NN^=75^27^3(r,98. 
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Détermination  des  angles  B^ ,  NN'  et  ^^ 

En  appliquant  la  formule  (2)  aux  données  qui  précèdent, 
on  a  pour  déterminer  l'angle  ôj 

logcotc«)'  =  0.3625104 

log  sin  f  =  7.3636282 

log  cot  («>'  sin  f  =  7,7261386 

n,c.  =  0.0053228 

log  cosfe^  +  ^)=  9.9986729  — 
log  cos  <p"  =  9.9999988 
logcos(ô"  +  I)  co8<p''  =  9.9986717  — 
n.c.  =  0.9969462 

—  0,9969462 
+  0.0053228 
difiF.  =  ~  0.9916234 
log  diff.  =  9.9963468  — 
log  sin  (ô^  —  4/)  =  8.8924198  — 
cotôî  =  1.1039270 
eî  =  184^30^3^30; 

d'oii  Ton  conclut 

$^  =  109S2',32'',32. 

On  a  enfin  par  les  deux  dernières  des  formules  (1) 

log  sin(ôî  —  0^)  =  9.9858652 

log  sin  (p''  =  7.3636280 

log  sin(ôî  —  ô<)  sinf'  =  7.3494932 

—  log  sin  (p  =  8.3538222 

log  sin  NN'  =  8.9956710 

NN'  =  ^  =  5œ,40',55",41. 
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log  sin  <{>  =  8.3538222 

log  sin  (e'^  —6)  =  9.9723697 

log  siDf  sin  (Q^  —  ô)  =  8.3261919 

—  log  sin  (ôf  —  ô)  =  9.9858652 

log  sin  <p^  =  8.3403267 

<p^  =  1M5M6^35. 


III .  —  Valeurs  séculaires  corrigées  des  éléments  de  l'or- 
bite. —  Réduction  des  angles  ^ ,  6  et  û  a  l*égliptiqub  et  a 
l'équinoxb  mobiles. 


La  comparaison  de  la  théorie  avec  les  observations  apporte 
aux  valeurs  des  éléments  e,  <o...  données  dans  le  tableau  [I] 
des  corrections  qui  en  modifient  sensiblement  les  expressions. 
En  rapprochant,  en  effet,  les  positions  calculées  des  positions 
observées  et  cherchant  à  les  faire  concorder,  on  est  conduit  à 
attribuer  aux  valeurs  provisoires  des  éléments  les  correc* 
tiens  suivantes  : 

8e  =  .^.  2",69,      8co  =  +  5^31, 
8<p  =  +  r.06,       86  =  +  1^56^5. 

On  reconnaît,  en  outre,  que  la  masse  m  de  Saturne  doit  subir 
la  correction 

fx  =  —  0,005, 


c'est-à-dire  que  la  valeur  ^ttt  primitivement  adoptée  pour 
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1  1 

cette  masse  doit  être  réduite  à  ^^^   ^^  ou  diminuée  de  ^' 

Ce  changement  dans  la  masse  de  Saturne  modifie  celles  des 
variations  séculaires  qui  dépendent  de  cette  masse,  et  il  suffit 
pour  les  réduire  à  leurs  véritables  valeurs  de  les  multiplier 
par  le  rapport  de  la  masse  provisoire  à  la  masse  corrigée  ou 
par  la  fraction 

^^^^  =0,995 


3529.6 


Par  cette  double  considération,  les  valeurs  des  éléments 
e^  (o,  (p  et  0,  données  dans  le  tableau  [I],  deviennent  : 

1850  2350  2850  3350  3850 

e  9952'66  10122,10  10286,46      10445,45  10598,84 

[II]    &  11%54',58%41  12%59,49,59  14,6,31,95    15,14,55,69  16,24,51.15 

f)  1,18,41,37  1,18,7,74  1,17,40,28    1,17,19,21  1.17,4,70 

e  98,56,17,0  99,49,45,2  100,45,37,1  101,43,27.6  102,42,52,0 

Maintenant  si,  avec  ce  nouveau  système  de  valeurs  corri^ 
gée%y  on  reprend  le  calcul  des  éléments  ô^,  <p^  et  3,  on  trouve 
que  la  correction  d  n'éprouve  aucun  changement  ;  mais  les 
valeurs  de  <p^  et  de  0^  subissent  quelques  altérations,  et  Ton  a 

1850  2350  2850  3350  3850 

fi      lM8',4r,37    1,16,59,12        1,15,17,57    1,13,36,54      1,11,55,89 
[in|     6i      98%56M7',0    103,59,49,1      109,4,3,9      114,8,38,4      119,13,69 
a       0%0',0%00       6,59,8.75         13,59,14,31  21,0,13,49      28.2,3,94 

Quant  à  la  longitude  w  du  périhélie,  on  doit,  pour  la  rap- 
porter à  Técliptique  de  1850  +  ^  et  à  Téquinoxe  de  la  même 
époque,  ajouter  à  sa  valeur  rectifiée  [II]  la  correction  J  com- 
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mune  aux  longitudes  dans  rorbite^'^  On  obtient  de  la  sorte 
aux  cinq  époques  principales  considérées 

1850  2330  2850  3350  3850 

[IV]    «i    11%54,58',41    19«,58',58'»34    28,5,46,26    36,15,9,18    44,26,55,09 

(a)  Bn  86  reportant  à  la  figure  (2),  on  a 

ô  =  YN  +  N  n,  à  répoque  1850,0, 

û,  =  y  N'  +  N'  N  +  Nn,  à  l'époque  1850  +  L 

La  correction  quMl  faut  ajouter  à  €a  pour  obtenir  mi  est  donc  exprimée  par 

5  =  Y'N'N  —  Y  N  =  «i  +  N  N'  —  0. 
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Développement  suivant  les  puissances  du  temps  de 
la  partie  séculaire  des  éléments 


I .  —  Représentation  des  valeurs  de  ^,  (o^  ,  ^i  et  3  a 
l'aide  d'une  fonction  dépendante  du  temps  et  pour  une 
période  de  500  ans. 


Les  valeurs  des  éléments  e^  (a^,..,  corrigées,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  ont  toute  la  précision  des  ^observations 
modernes  ;  elles  sont  données  pour  cinq  époques  distanle^à 
entre  elles  de  500  ans  et  à  partir  de  1850.  Hais  pour  la 
commodité  du  calcul  numérique,  il  convient  de  représenter 
l'ensemble  des  valeurs  de  chacun  des  éléments  par  une 
fonction  dépendante  du  temps  et  qui  soit  telle  qu'on  puisse 
la  substituer  avec  rigueur  à  la  variable  considérée  dans  l'inler- 
valle  de  500  ans.  Or  c'est  à  quoi  l'on  arrive  facilemcnl  au 
DQoyen  de  la  formule  suivante  : 
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formule  dans  laquelle 

X  désigne  Tune  quelconque  des  variables  considérées  ; 

Xo  sa  valeur  à  Torigine  du  temps  ; 

A|,  A,,  A,... y  les  différences  successives  qu*on  en  déduit, 
et  A,  B,  C,...  des  coefficients  tels  que 


a  =  a^~|a3  +  |a3-1a,+  ..., 


Pour  les  valeurs  particulières  de  ^  qu^  ûous  avons  consi* 
dérées,  les  différences  A,  sont  toujours  très  petites  et  sensible- 
ment constantes  ;  on  pourra  donc,  dans  les  applications,  s*en 

tenir  au  terme  en  G  (rôq)  • 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  représenter  par 
une  fonction  de  la  forme  (a),  Tensemble  des  valeurs  de  3 
que  nous  avons  rapportées  à  la  page  379  pour  les  cinq  époques 
fondamentales  1850,  2350...,  3850.  En  formant  les  différences 
A4,  Aj...  on  obtient 


A, 

A, 

A, 

A« 

+  6«.59'.  8".  75 

+  se^-si 

-  r.i9 

+  (r.84; 

+  7.  0.  5.56 

4-  53  .62 

-2.35, 

+  7  .  0 .59  .18 

+  51  .27, 

+  7  .  1 .50  .45, 
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par  l'application  de  la  formule  (a),  on  a  ensuite 

^^  =  O^O'.CK^OO 

A   =  25348''.75  —  28".41  —  r.Ol  —  (T.îl  =  25il9".07, 

B   =  28".405  +  r.595  +  (r.385  =  3(r.385, 

C    =    —  (r.53i7  —  0".2i00  =  —  (r.7417. 

En  écrivant  pour  plus  de  simplicité  u  au  lieu  de  (  Mjfw;)»  on  a 
donc 

5  =  50",238i4^  +  3(r.385u«  —  0''.7417u8. 

On  exprimerait  de  la  même  manière  l'ensemble  des  valeurs 
de  chacune  des  autres  variables,  et  Ton  aurait  pour  leurs 
parties  séculaires 

Es  =  995^,66  +  i71^883u  —  2^,393u«  —  QTfiASrj^ 
a),=ii^54^58'^41+57'^9a321/+90^490u»-2^,165u^ 
^  ^   %^  =  iM8'.41^37  —  (r,20520/  +  0^35u^ 

9^  =  98^56M7'^0O+^6^36617^f3r.85u»— 3^,83u^ 

Ces  expressions  de  Ë<,c5,...  sont  fondamentales.  Nous  nous 
occuperons  dans  les  chapitres  suivants  de  les  réduire  en 
Tables. 


II.  — Partie  séculaire  de  lalongftude  moyenne  L 

La  longitude  moyenne  L,  comptée  de  Téquinoxe  Y'',  a  pour 
expression 
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Elle  comprend  : 

V  La  partie  elliptique  ni-^-t  qui  varie  proportionnellement 
au  temps  ;  2^  le  terme  e'^  proportionnel  au  carré  du  temps 
et  qui  résulte  des  actions  planétaires  ^«î;  et  3*»  la  quantité 
p't  +  pV  qu'on  doit  ajouter  au  moyen  mouvement  de  la 
planète  pour  le  rapporter  à  Téquinoxe  moyen  de  1850  +  t; 
cette  dernière  quantité  n'est  autre  que  la  correction  que  nous 
avons  4ésignée  par  X 

La  valeur  corrigée  de  la  longitude  moyenne  e  à  l'époque 
1850,0  étant  supposée  de 

160MM0'^26 

et  le  moyen  mouvement  annuel  sidéral  n  de 

109255'',63399 

(a)  Kou8  devons  rappeler  ici  ce  que  nous  avons  dit  à  la  fiu  du  cba- 
pitre  îl,  livre  IV  de  la  première  partie. 

Le  moyen  mouvement  nt  s'ajoute  à  e  pour  former  l'expression  de  la  lon- 
gitude moyenne  l.  Or  comme  dans  le  mouvement  trouble  s  est  affecté  de 
plusieurs  inégalités  séculaires,  on  doit,  pour  compléter  Texpression  de  la 
longitude  moyenne,  y  ajouter  les  termes  en  e<,  e'f'...  proportionnels  au 
temps  et  au  carré  du  temps  ;  et  ainsi  cette  expression  devient,  abstraction 
faite  des  inégalités  périodiques, 

ni  +  e  +  6/  +  t'fi. 

Le  premier  terme  tt  étant  simplement  proportionnel  au  temps  et  du  pre^ 
mler  ordre  par  rapport  aux  masses  peut  ôtre  négligé,  parce  quMl  s'ajoute- 
rait à  ni  dans  l'expression  de  la  longitude  l\  mais  on  doit  retenir  le  second 
e'<' qui,  étantde  Tordre  du  carré  des  masses,  produit  dans  e  et  par  suite  dans  l 
une  véritable  inégalité  séculaire.  Dans  la  théorie  des  planètes  ce  terme  est 
toujours  très  peu  sensible  ;  nous  verrons  en  effet  que,  même  pour  Jupiter 
et  Saturne,  il  ne  s'élève  pas  au-delà  de  0',04. 

Lorsqu^en  laissant  l'époque  constante,  on  reporte  sur  nt  la  variation  d, 
on  accroît  ce  moyen  mouvement  d'une  quantité  a  du  premier  ordre  par 
rapport  aux  forces  pertarbatrices,  et  la  longitude  moyenne  n<  -{"  e  ^Ansi  mo- 
difiée est  alors  celle  que  donnent  les  observations.  Pour  tenir  compte  de  cet 
accroissement,  on  doit,  en  calculant  le  demi-grand  axe  avec  le  moyen  mou- 
vement apparent^  faire  subir  en  a  une  correction  Sa,  ainsi  que  nous  le  ver- 
rons dans  le  chapitre  suivant. 
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on  a  pour  la  partie  /=rn^-|-  ^  ^^  1*  longitude  moyenne,  à 
l'époque  t, 

n^+  6  =  i60%l',i0",26  +  109256^  63399^ 

La  variation  séculaire  propre  de  la  longitude  moyenne, 
déterminée  pour  une  période  de  500  ans  est,  d'après  la  théorie 
de  Jupiter, 

—  (f  ,003000165^»  ; 

en  ayant  égard  à  la  correction  de  la  masse  de  Saturne,  on  a 
donc 

tt^  =  —  0''04i25u2  X  0,995  =  —  0",04iu^ 

Enfin  la  quantité  9  est  égale  comme  on  la  vu  à 

50'^23814^  4-  30'^3850u>  —  0^,742u3. 

Il  en  résulte  que  la  partie  séculaire  de  la  longitude  moyenne 
L  a  pour  expression 

L,=  160«,i,i0",26  +  i09306",87213^+  30^,344u2  —  0",742u3 

t  étant  estimé  en  années  juliennes. 


ASTRONOMIE  THÉORIQUE. 
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CHAPITRE  m 

Réduction  à.  la  forme  tabulaire  de  la  partie 
périodique  des  éléments 


I.  —  Introduction  des  termes  d'ordre  supérieur  dans   les 

APPROXIMATIONS.  —  NaTURE  DE  CES  TERMES 

Lia  variation  d'un  élément  quelconque  x  du  mouyement 
elliptique  peut  être  représentée ,  comme  nous  Tavons  tu 
Livre  II,  Ghap.  m,  par  une  équation  difTérentielle  de  la  forme 

(A)  ^  =  84-2^'>^(/)8in(tT--iO+2^^c/)COs(tY-tO  +  6,. 

Cette  équation  comprend  : 

1®  La  partie  séculaire  S  qui,  ne  contenant  que  les  éléments 
elliptiques  des  planètes,  varie  avec  une  extrême  lenteur;      * 

2®  La  partie  X  sin(i'/'  —  il)  +  ^i  cos(t'?  —  il)  +  ...  qui 
renferme  les  longitudes  moyennes  lei  t  des  deux  planètes 
considérées,  ainsi  que  les  éléments  de  leurs  orbites.  Chacun 
des  termes  de  cette  suite  constitue,  pourTélément  variable  y» 
une  inégalité  périodique  dépendant  de  la  configuration  des 
planètes.  Lorsqu'on  accroît  ces  termes  d'une  inégalité  de 
même  nature,  la  variation  de  la  partie  périodique  présente 
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des  produits  de  sinus  et  de  cosinus  qui  se  transforment  aisé- 
ment en  sommes;  de  plus,  si  les  arguments  sont  les  mêmes, 
il  s*y  joint  un  terme  constant  S,  que  Ton  doit  réunir  aux  termes 
séculaires  proprement  dits. 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  chacun  des  termes  qui  expri- 
ment la  variation  des  éléments  elliptiques,  comprend  en  fac- 
teur la  masse  du  corps  troublant. 

U  en  résulte  que  si  les  masses  sont  très  petites,  les  inéga- 
lités périodiques  le  sont  aussi,  et  qu'on  peut,  en  les  déterminant 
par  rintégration,  regarder  comme  constants  les  éléments  qui 
y  entrent.  Mais  si  les  masses  ne  sont  pas  très  petites,  comme 
il  arrive  dans  le  cas  de  Jupiter  et  de  Saturne,  les  résultats  ainsi 
obtenus  ne  sont  qu'approchés.  Pour  en  obtenir  de  plus  exact  il 
faut,  dans  le  second  membre  de  Féquation  ci-dessus,  substituer 
aux  éléments  qui  y  figurent  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs 
perturbations  périodiques  déterminées  par  la  première  ap- 
proximation. La  variation  de  la  partie  séculaire  S  ne  présente 
alors  que  des  termes  périodiques  de  même  forme  que  dans  le 
premier  ordre,  et  la  partie  périodique^  sin  (lY  —  itj  +... 
donne,  par  sa  variation,  naissance  à  de  nouveaux  termes  pé- 
riodiques et  à  de  nouveaux  séculaires,  dans  lesquels  entrent 
le  carré  des  masses  et  leurs  produits  deux  à  deux. 

L'équation  différentielle  (A)  prend  donc  cette  forme  : 

^  =  8  +  ]^  ^(/,  sin  (tY—  t^  +  2  ^(J)  ^08  (tY—  il) 
^  .S'  -|.  2  ^^'^  sin  (iT—  it)  +  2  ^ifl  cos  (tY—  il); 

et  l'on  peut,  en  réunissant  l'ensemble  des  termes  séculaires 
(S  -f-  S')  à  la  somme  des  termes  périodiques,  traiter  cette  se- 
conde équation  comme  la  première. 
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S'il  devenait  nécessaire  d'effectuer  une  troisième  approxi- 
mation, on  le  pourrait  en  procédant  comme  nous  venons  de 
le  faire  à  Tégard  de  la  seconde  ;  on  serait  ainsi  conduit  à  de 
nouveaux  termes,  les  uns  périodiques,  les  autres  séculaires 
et  dans  lesquels  entreraient  nécessairement  en  facteurs  les 
cubes  des  masses  et  les  produits  des  trois  dimensions  de  ces 
quantités. 

Nous  devons  remarquer  qu*en  déterminant  les  inégalités  pé- 
riodiques par  l'intégration  des  équations  différentielles  (A),  on 
doit  tenir  compte  des  variations  séculaires  des  éléments  des 
orbites.  Or,  lorsqu^on  a  égard  à  cette  influence,  il  s'introduit 
dans  les  approximations  des  termes  périodiques  d'ordre  su- 
périeur par  rapport  aux  masses,  qui  sont  surtout  sensibles  si 
les  actions  perturbatrices  sont  grandes.  Dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  les  termes  de  cette  espèce  affectent  par-  , 

Uculièrement  les  parties  périodiques  de  la  longitude  moyenne,  I 

de  la  longitude  du  périhélie  et  du  demi-grand  axe  des  or- 
bites; et  leur  considération  rend  particulièrement  difficul-  { 
tueuses  les  théories  de  ces  deux  planètes.                                                 ' 

II.  »  Intégration  des  équations  différentielles  (A) 

Revenons  aux  équations  différentielles  (A)  dont  l'ensemble 
représepte  les  variations  des  éléments  des  orbites  de  m  et 
de  m'. 

Ces  équations  n'étant  intégrables  par  aucune  des  méthodes 
connues,  on  a  dû  eu  chercher  la  solution  par  un  développe- 
ment en  séries* 

Soient,  en  n'ayant  d'abord  égard  qu'à  la  partie  séculaire  de 
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t;es  différentielles, 


Ces  équations  du  premier  ordre  ex  priment,  chacune,  une  rela- 
tion entre  les  éléments  a,  e,  e...  qui  entrent  dans  la  formation 
de  leurs  seconds  membres.  Par  des  différentiations  succes- 
sives, on  pourra  donc  en  déduire  les  valeurs  des  dérivées 

(Pa  cPe  cPa  (Pe 

dt^'  dt^'"'  dt^'  dt^"' 

indéfiniment  exprimées  en  fonctions  des  mômes  éléments. 

Cela  étant,  supposons  que  les  éléments  qui  entrent  dans 
ces  diverses  dérivées  aient  été  remplacés  par  leurs  valeurs  à 
une  époque  arbitraire  t^  :  alors  on  aura  pour  l'époque  quel- 
conque t 

1  «  =  «o  +  '%('-g+(f'\|(^-g*  +  ..., 


Et  ces  expressions,  où  les  coefficients-^» —^••-  ont  des 

valeurs  toujours  fort  petites,  seront  des  intégrales  très  appro- 
chées des  équations  différentielles  proposées  (1). 
Considérons  maintenant  l'équation 


•f=^  sin(iT  —  it)  +  ^^  cos(2'r  —  iî\  +  ... 
qui  se  rapporte  à  la  partie  périodique  des  différentielles  des 
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éléments  et  où  nous  supposerons  que  les  coefficients  y^,  ^L^  ..• 
varient  très  lentement  en  raison  des  inégalités  séculaires.   • 

En  intégrant  par  parties  cette  dernière  équation,  et  faisant 
pour  abréger  Ç  =  i7  —  tï,  a  =  t'n'  —  m,  on  aura 

;,^  =  --cos!;  +  -^  8inÇ  +  -^cosi;-... 


ou 


x  = 


(3) 


a*  '^  dt  ~ 

dt*    " 

«» 

9» 

,   d»X 

+       -T+-^  +  -:ïï5 r^osÇ- 


L'élément  p  dépend  de  l'équation  du  second  ordre 
^=  Dit  sln(tY  —  il)  +  D\b^  cos(tr  —  it)  +  ... 

En  procédant  comme  nous  venons  de  le  faire  à  l'égard  de  x, 
on  en  déduira  pour  l'expression  de  p  développée  en  séries  : 


cosÇ. 


Les  coefficients  X,  «D^^n..  qui  entrent  dans  l'expression  gé- 
nérale de  i^  sont,  comme  ceux  ^,  8'...,  des  fonctions  des  divers 


•^"^ 

0» 

T 

d^ 
a* 

;)îb, 

2c»It 

Zd^dll, 

«» 

<;« 

+ 

dt* 

+ 

<T» 

<f* 

% 
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élémenU  des  orbites.  En  ayant  donc  recours  aux  équations  (1), 
il  sera  facile  d*en  former  les  dérivées  successives.  Il  faudra 
ensuite  pour  rendre  la  formule  (3)  effective,  y  substituer  à  la 
place  des  éléments  a,  6,  c...,  que  renferment  ces  coefficients 
et  ces  dérivées,  leurs  valeurs  séculaires  à  Tépoque  t.  Or  c'est 
ce  que  Ton  pourra  toujours  faire  à  l'aide  des  formules  (2)  que 
nous  venons  d'écrire. 


III.  —  Parties   périodiques  de  lâ  longitude  moyenne,  de 
l'excentricité  et  de  la  longitude  du  périhélie 

Les  inégalités  périodiques  qui  affectent  la  longitude 
moyenne  de  Jupiter  sont,  en  premier  lieu,  les  inégalités  à 
longue  période  dépendant  des  arguments 

5/^~2^^  =  V,     2(5r  — 2r)  =  2V,    2/»^-f3r  —  6^  =  W^*»); 

et,  en  second  lieu,  l'ensemble  des  termes  périodiques  dus  aux 
actions  des  planètes  perturbatrices.  Toutefois,  comme  les  ac- 
tions directes  des  planètes  Vénus,  la  Terre,  Mars,  Uranus  et 
Neptune,  sont  très  faibles,  Le  Verrier  se  contente  d'appliquer 
aux  valeurs  des  coordonnées  v  et  r,  calculées  à  l'aide  des 
formules  du  mouvement  elliptique,  les  corrections  8t?  et  8r 
par  lesquelles  il  est  tenu  compte  de  ces  actions.  Mais  il  ap- 

(a)  Cette  inégalité  qui  dépend  de  deux  fols  le  moyen  mouvement  de 
Jupiter,  plus  trois  fois  le  moyen  mouvement  d^Uranus,  moins  six  fois  le 
moyen  mouvement  de  Saturne  devient  sensible  à  cause  de  la  petitesse  de 
Taogle 

2n'^  +  3n»»  —  6n»  =  8î3^6t 

et  surtout  parce  qu'elle  est  d*un  ordre  peu  élevé  par  rapport  aux  excentricités 
et  aux  Inclinaisons, 
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plique  directement  à  la  longitude  moyenne  et  aux  autres 
éléments  de  l'orbite,  Fensemble  des  terme&  périodiques  qui 
résultent  de  Taction  de  Saturne.  En  désignant  par  T  la  lon- 
gitude moyenne  de  cette  planète,  comptée  à  partir  de  Téqui- 
noxe  du  1"  janvier  1860,  et  par  r  la  même  quantité  relative 
k  Jupiter,  on  a,  pour  représenter  Tensemble  des  termes  dont 
nous  parlons, 

(i)  Lp^  =  2  ^'  *^°  ^'^  +  2  ^*  ^^^  *^  ' 

S/  et  C/  sont  des  coefQcients  fonctions  seulement  de  Ç=r' —  Z'*^, 
et  l'un  nombre  entier  qui  devient  successivement  égal  ai. 2... 5 
dans  la  première  somme  et  à  0,  1,  2...  5  dans  la  seconde. 

Quand  aux  inégalités  à  longues  périodes  dont  les  argu- 
ments sont  V,  2V  et  W,  elles  ont  respectivement  pour  expres- 
sions : 

/    Lp^  =  MsinV-f-NcosV, 
(2)  Lp^  =  M^  sin  2V  +  N^  cos  2V, 

(    Lp^  =  MaSinW  +  NjC0s2W, 

M,  N,  M^jN,...  étant  des  coefficients  fonctions  du  temps, 
dont  nous  développerons  plus  loin  les  expressions. 

L'ensemble  de  tous  ces  termes,  c'est-à-dire  la  somnfîe  des 
quatre  fonctions  (i)et(2),  constitue  la  partie  périodique  totale 
Lp  de  la  longitude  moyenne  de  Jupiter.  On  a  ainsi  : 

(a)  Lp  =  Lp^  +  Lp^  +  Lp^  +  Lp^. 

On  aurait  semblablement  pour  les  perturbations   pério- 
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diques  totales  de  Texcentricité  E  et  de  la  partie  (E803) 


(*) 


E^  =  E^^+E,^  +  E^3  +  Ep^, 

E8o)p  =  E  (8(0p^  -f-  Swp^  +  8(0^^  +  8w^J, 


expressions  dans  lesquelles  E^  ,  Ep  ...  ES<op  ...  désignent  des 
fonctions  analogues  à  celles  (1)  et  (2)  ^^K 

En  divisant  ESwp  par  la  partie  séculaire  de  l'excentricité, 
c'est-à-dire  par  la  valeur  E,  que  nous  avons  donnée  page  383, 
on  en  conclura  la  variation  périodique  totale  de  la  longitude 
du  périhélie  ou  8(5^. 


IV.  —  Inégalités  périodiques  du  demi-grand  axe 


Le  demi-grand  axe  de  l'orbite  de  Jupiter  comprend  :  V  la 
constante  a  =  5.202800  déduite  du  moyen  mouvement 
observé  n  ;  2^  la  somme  des  inégalités  à  longues  périodes  dé- 
pendant des  angles  V  et  2V  ;  et  3®  l'ensemble  des  termes  pério- 
diques dus  à  l'action  de  Saturne.  Ces  diverses  perturbations 
sont  représentées  par  des  expressions  semblables  à  celles  (1) 
et  (2)  données  dans  le  paragraphe  qui  précède. 

Relativement  à  la  constante  que  nous  avons  désignée 
par  tt,  nous  ferons  remarquer  que  cette  quantité  ne  corres- 
pond point  au  moyen  mouvement  elliptique  n  défini  par  la 

(a)  Dans  la  rédaction  ea  Tables  des  différents  termes  dont  se  composent  les 
expressions  (a)  et(6),tous  les  coefficients  quiyfigurent  ont  été  multipliés  par 
0,995,  afin  de  tenir  compte  de  U  correction  que  la  comparaison  de  la  théorie 
de  Jupiter  avec  les  observations  a  apportée  à  la  valeur  provisoirement  ad- 
mise pour  la  masse  de  Saturne  (Voyez  chap.  i,  §  111). 
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relation 

(a)  a'n*  =  i  +  m. 

Sous  rinfluence  deâ  actions  perturbatrices,  le  moyen  mou- 
vement apparent  it  diffère  un  peu  du  moyen  mouvement  el- 
liptique n  ;  et  Taccroissement  8a  qui  en  résulte  pour  a  est  la 
correction  qu'il  faut  appliquer  à  cette  quantité  pour  avoir  la 
vraie  valeur  de  la  constante  du  demi-grand  axe.  Nous  allons 
nous  occuper  de  la  déterminer. 

Soient  9  la  quantité  dont  s'accroît  n,  par  suite  des  pertur- 
bations et  n  le  moyen  mouvement  apparent  de  la  planète, 
c'est-à-dire  tel  qu'il  résulte  des  observations  ;  it  —  <j  sera  le 
moyen  mouvement  qui  correspond  ka  ou  à  a  -}-  8a,  et  Ton 
aura  en  vertu  de  la  relation  (a) 

a»  (n  —  <t)«  =  1  +  w. 

On  a  d'ailleurs  entre  a,  n  et  m 

(1)  aH^  =  l-fw; 

d'où 

a*  (n  —  ^y  =  o^n*  ; 

par  conséquent 


(2)       «=»(7^y- 


En  négligeant  le  terme  en  <t'  qui  est  de  Tordre  du  carré  de 
la  masse  perturbatrice,  on  a  donc 

(2)  «=»+if«- 

Ainsi  la  correction  que  Ton  doit  appliquer  à  a  pour  tenir 
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compte  de  Terreur  commise  en  employant,  dans  le  calcul  du 
demi-grand  axe,  n  au  lieu  de  n,  est  exprimée  par 


(3)  8a  =  |fa. 


Comparons  maintenant  Téquation  (1)  avec  celle  analogue 

(4)  a'«n'2=l  +  m' 

qui  a  lieu  pour  la  Terre  ;  les  éléments  a,  tt  et  m  sont  ici  mar- 
qués d'un  accent. 

En  divisant  ces  deux  formules  Tune  par  l'autre,  on  en  dé- 
duit 

«8  n^«     i+m. 


par  suite,  on  a 

t 

(8) 

Comme  pour  a,  on  a  d'ailleurs 
(6)  «'="'+i„4a'. 

L'unité  de  distance  étant  arbitraire,  on  peut  supposer 

ce  qui  donne 


m        .  =  „^y'+- 


8'!  +  »'       .. 
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Ainsi 

(8)  «'  =  *  +  §f- 

Si  Ton  adopte  pour  n  '  et  a   les  nonabres  suivants   donnés 
par  Le  Verrier  : 

1 

n  '  =  i295977^38,  *     <i'  =  2",  507,       w'  =  32qqqq' 

on  trouve  * 

log  1-^  =  4.1104656 
°  3  n' 

et 

8a' =  0,00000129. 

Le  demi-grand  axe  a  a  donc  pour  valeur 

ci  =  1.00000129, 

et  il  correspond  alors  &  l'orbite  d'une  planète  fictive  qui  ne 
serait  soumise  qu'à  l'action  du  Soleil,  et  dont  le  moyen  mou- 
vement serait  égal  h  celui  de  la  Terre. 
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Méthode  suivie  par  Le  Verrier  dans  ia  déterminn  Uoii 
des  perturbations  des  coordonnées  liéliocentriqucs 


I.  —  Perturbations  de  la  longitude  vraie  et  du  ravon 

VECTEUR 

Au  lieu  de  déterminer  directement  les  perturbations  des 
coordonnées  v^  et  r,  on  peut,  lorsque  les  actions  perturba- 
trices sont  grandes,  les  déduire  immédiatement  des  formules 
du  mouvement  elliptique  ;  mais  alors  les  éléments  de  rorl>ite 
doivent  y  être  remplacés  par  leurs  valeurs  affectées  des  iné- 
galités périodiques  et  des  inégalités  séculaires  à  Tépoque  con- 
sidérée. 

Soient  donc  k  une  époque  donnée  t 

L  =  Lf  -f-  hp, 
e  =  e,  -f-  e^y 

(o  =  (Of  -[-  Wp  ; 
on  aura  pour  calculer  la  longitude  v  dans  l'orbite  troubicc 
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et  le  rayon  vecteur  v  correspondant 


(2) 


n^-f-e  —  w  =  M  —  é8inu  =  L  —  a>  =  Ç, 
r  =  fl  (1  —  eeos  u), 


1  /i.  I   c  i 

tang  -  (t?  —  ô)  =  y  f^  tang  ^  m. 


Et  comme  les  éléments  L,  e,  co  et  a  ne  sont  pas  affectés, 
dans  leurs  parties  périodiques,  des  termes  provenant  de 
l'action  des  planètes  inférieures,  on  devra,  après  avoir  détei^ 
miné  t?  et  r  au  moyen  des  formules  (I)  et  (2),  ajouter  aux 
valeurs  de  ces  coordonnées  les  variations  8r  et  8r,  telles  qu'elles 
résultent  des  expressions  que  nous  avons  données  au  cha- 
pitre IV  -du  livre  IV. 

Aux  deux  dernières  des  formules  (2),  on  pourrait  substituer 
les  suivantes  démontrées  page  165  : 

>fr  sin  -  (i?  —  toi)  =  \la  (i  -f-  e)  sîn  5  m, 

(3).  {      .       4 ^        1 

\Jr  cos  5  (t?  —  to))  ==  v^a  (I  —  é)  cos  -  m. 

On  pourrait  aussi  prendre  pour  Texpression  de  r 

(4)  ,  =  _«iizzi!L_. 

I  -f-  e  cos  (t?  —  (5) 

Si,  après  avoir  déterminé  les  perturbations  périodiques  de 
L,  0,  (0  et  a,  dues  à  l'action  de  Saturne,  on  voulait  passer 
directement  de  l'anomalie  moyenne  Ç  =  L  —  ô  à  la  longitude 
vraie  r,  on  le  pourrait  en  calculant  l'équation  du  centre  C 
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par  la  formule 

+ 

donnée  pagç  97  ;  et  Ton  aurait  alors 

t?  =  L  -f  C. 

Dans  ce  cas,  le  rayon  vecteur  r  serait  déterminé  par  la 
formule 

a(i  — g^sinM^) 
i  -f-  «  sin  1"  cos  {v  —  w) 

IL  —  Perturbations  de  la  latitude 


La  latitude  s  au-dessus  du  plan  de  l'orbite  est  donnée  par 
la  formule  très  simple 

(1)  sin  *  =  sin  cp  (t>  —  ô). 

Cette  formule  a  lieu  dans  Teliipse  invariable  ;  on  rappli- 
querait au  cas  du  mouvement  troublé,  en  y  substituant  pour 
ç  et  0  les  valeurs  de  ces  variables  affectées  de  leurs  inégalités 
tant  périodiques  que  séculaires  à  Tépoque  donnée  t.  Toutefois, 
comme  les  perturbations  sont  ici  très  petites,  il  sera  préférable 
de  n'introduire  dans  la  formule  (i),  à  la  place  de  <p  et  0,  que  les 
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valeurs  séculaires  de  ces  éléments,  sauf  à  déterminer  ensuite 
directement  les  inégalités  périodiques  de  la  latitude.  C'est  du 
moins  de  cette  manière  que  Le  Verrier  a  procédé  dans  sa  théo- 
rie de  Jupiter  et  de  Saturne.  En  désignant  par  ç^  et  ô|  les 
parties  séculaires  de  Tinclinaison  et  du  nœud  ascendant  de  Tor- 
bite  de  Jupiter,  on  aura  donc  pour  l'expression  complète  de  s 

(2)  sin  s  =  sin  cp^  sin  [v  —  B^)  -|-  8*. 

La  partie  hs  qui  représente  Tensemble  des  termes  pério- 
diques dus  à  l'action *de  Saturne  ^'\  se  déduit  de  la  formule  (i) 
par  une  simple  différentiation.  On  a,  en  effet,  par  les  varia- 
tions 8(p  et  80  de  (p  et  d 

(3)  8^  =  cos  cp  sin  {v  —  ô)  8<p  —  cos  {v  —  B)  sin  <p86. 
En  remplaçant,  dans  cette  formule,  v  par  sa  valeur 

l-\-  ^e  sin  {! — w), 

développant  les  sinus  et  cosinus  ;  puis  réunissant  les  termes 
semblables,  on  sera  conduit  h  une  expression  procédant  sui- 
vant les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  ?  et  de  ^  =  f —  /, 
et  Ton  pourra  alors,  passant  à  la  forme  tubulaire,  poser 


(4)  ts  =  "^Si  sinîT  -f-  2^/  costT- 


Les  coefficients  S^,  Sj,  S3;  C0..C3  étant  des  fonctions  de  Ç 
seul,  seront  donnés  par  une  Table  à  simple  entrée. 

(a)  LMoQuence  des  termes  das  aux  acllons   des  autres   planètes  est  in- 
sensible. 
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III.  — Perturbations  DE  LA  longitude  projetée  v^ 

Connaissant  la  longitude  vraie  v,  on  en  conclura  la  longi- 
tude réduite  à  Técliptique  ou  la  longitude  héliocentrique  v^ 
par  la  formule 

(i)         tang  {v^  —  ô^)  =  cos  cp,  tang  (v  —  0J, 

<P4  et  6|  étant  les  parties  séculaires  de  (p  et  de  ô. 

Gomme  l'inclinaison  cp  est  toujours  une  très  petite  quantité, 
on  peut,  si  on  le  désire,  déduire  v^  de  v,  en  calculant  direc- 
tement la  réduction  à  Técliptique  déterminée  par  la  formule  ^''^ 

tang»  5  (p^ 

(2)  P=-     si^^./    sin2fc-e,) 

4  tang^  -  cp^ 

et  l*on  a  alors 

(3)  î,^  =  t?  -f-  p  -f.  8p, 

8p  étant  la  très  petite  correction  que  Ton  doit  appliquer  à  v^ 
pour  tenir  compte  de  ce  que,  dans  la  formule  (2),  on  a  in- 
troduit, non  pas  les  valeurs  complètes  de  <p  et  0,  mais  seule- 
ment leurs  parties  séculaires.  Cette  correction  est  représentée 
analytiquement  par  l'expression 

1 

8p  :=  —  tang  -  (p^  8in2  (t>—  ô^)  gç^ 

I 

+  tang-  cp4  sin(p^  cos  2  (t?  —  0,)  80^, 

(a)  Voyez  notre  Gratté  d'Astronomie  pratique^  partie  II,  chapitre  III i 

AITRONOmB  THiOIUQUB»  26 
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que  Ton  déduit  du  premier  terme  de  la  formule  (â),  en  le 
différentiant  par  rapport  à  <pi  et  à  0| . 

Si  les  perturbations  périodiques  de  rinclinadson  et  de  la 
longitude  du  nœud  étaient  grandes,  il  serait  préférable,  dans 
le  calcul  de  l'une  et  l'autre  des  formules  (1),  (2),  d'employer 
(f^  +  <fp  et  B^  -{•  9p  au  lieu  de  opi  et  6|  ;  et  on  aurait  alors 
rigoureusement 

t?^  =  t;  +  p. 
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Formation  ûch  Tables  déûnitives  du  mouvement  dc!« 
Planètes.  -*  Comparaison  de  la  théorie  avec  les 
observations. 


I.  —  Équations  de  condition  en  longitude  et  en  latitude 


Les  Tables  planétaires  font  connailrc  les  longitudes  et 
les  tatiludes  des  planètes^  telles  qu'elles  seraient  vues  du 
centre  du  Soleil*  Pour  pouvoir  comparer  ces  longitudes  et  ces 
latitudes  héliocenlnques  à  coUea  déduites  de  robservation  et  qui 
soni  géocentriquea,  il  faut  d'abord  convertir  par  le  calcul  les 
ascensions  droites  et  les  déclinaisons  observées  en  longitudes 
et  en  latitudes  géocentriques^  puis  transformer  ces  derniôres, 
corrigées  de  l'aberration  et  de  la  nutation,  en  longitudes  et 
latitudes  héliocentriques. 

Soient  alors  v^  la  longitude  hélîocentrîque  d'une  planète 
déduite  de  robservalion^et  Vc  le  même  élément  donné  par  les 
Tables.  Si  les  Tables  étaient  exacte&  et  les  observations 
exemptes  d'erreurs,  on  devrait  avoir  v^,  =^  v^  ',  mais  comme, 
en  général,  il  y  a  toujours  une  dîflérencc  entre  ces  deux  lon^ 
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gitudes,  on  a 

Wc  ==  t?o  +  S»c, 

et  par  conséquent 

(1)  ZVe  =  Vc  —  Vq. 

Pareillemenl,on  aurait  entre  la  latitude  observée  Sq  et  la  la- 
titude calculée  Scj  la  relation 

(2)  Zsc  =  Se  —  «0. 

Les  variations  Bv^  et  Isc  résultent  des  corrections  que  Ton 
a  fait  subir  aux  éléments  qui  entrent  dans  la  formation  des 
expressions  de  v  et  de  «  ;  on  les  regarde  comme  exprimant 
les  erreurs  des  Tables  en  longitude  et  en  latitude. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  rassemblé  un  certain 
nombre  d'observations  faites  par  des  observateurs  habiles  et 
embrassant  un  intervalle  de  temps  aussi  grand  que  possible. 
Appelons  /  =  n/  +  e  la  longitude  moyenne  de  la  planète  m, 

Ç  =  n<  -|-  ft  —  (o  son  anomalie  moyenne  et  soit   \^   m^^^^ 

l'ensemble  des  perturbations  (exprimées  en  secondes)  que  la 
planète  m  éprouve  de  la  part  des  autres  planètes  m\  nC„. 
En  négligeant,  dans  l'équation  du  centre»  les  puissances  de 
l'excentricité  supérieures  à  la  seconde,  on  aura 

(3)  î?c  =  «^  +  «  +  2e  sinC  +  |e«  sin2  C  +  2^^'**'^* 
Posons 

dt        ^    dn         ^    de        '   edû         ' 
en  différentiant  l'équation  (3)  par  rapport  à  /,  n...  et  eny  re- 
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gardant  t,  ieei  f^'^  comme  constants,  on  en  déduira 

^  =  2sinÇ+|««n2!;,       ^  = -2  cos  î -|«  cos  2  Ç- 

On  aura  donc  pour  Téquation  de  condition  en  longitude  qu'il 
s'agissait  de  former 

hvc  ={i  +  2e  cos2 Ç)  8e  +  (1  +  2e  cos Q  tin 
.    .        +(28in!:-f-|«8in2î;^8<5  — ^2co8;-f-|ecos2î;^e8ô 


-f-2»^')8mtO=^,-ro 


Relativement  à  Téquation  en  latitude,  on  aura,  en  désignant 
par  op  rinclinaison  de  Torbite  de  m  sur  le  plan  de  Fécliptique 
et  par  B  la  longitude  de  son  nœud  ascendant 

8c  =  sin  <p  sin  (t?  —  0)  ; 
on  a  d'ailleurs 


et 

-  pi-ka  m  Gin  in  —  H\      

d9 


-r-2  =  cos  (p  sin  (»  —  ô),  -7^  =  —  sin  (p  cos  (t?  —  ô)  ; 


par  conséquent 

Isc  =  co8<p  sin  {v  —  Ô)  8(p 


(h)     . 

(  —  sin  cp  cos  [v  —  Ô)  8Ô  =  «^  —  «o« 

Ces  équations  de  condition  {a)  et  {b)  entre    les  corrections 
Sw,  86,  8«,  8w,  8wt'>  et  8(p,  8ô  des  éléments  elliptiques  sont  les 
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plus  générales  que  Ton  puisse  former.  Chaque  observation  de 
la  longitude  et  de  la  latitude  donnant  lieu  à  des  équations 
semblables,  la  résolution  de  toutes  ces  équations  fera  con- 
naître les  valeurs  des  indéterminées  8n,  Se...,  valeurs  qui 
seront  les  corrections  à  appliquer  aux  éléments  de  Torbite 
elliptique  pour  passer  des  Tables  provisoires  (c'est-à-dire 
uniquement  fondées  sur  les  données  de  la  théorie)  aux  Tables 
définitives. 

On  pourrait  évidemment  suivre  une  marche  inverse  à  celle 
que  nous  venons  d'exposer,  et  se  proposer  de  déterminer  les 
corrections  que  doivent  recevoir  les  éléments  de  l'orbite  ellip- 
tique pour  que  les  positions  observées  JUo  et  (Do  concordent 
exactement  avec  les  positions  calculées  X^  et  (D^,  ou  pour  que 
les  différences  Xc—X^  et  (©c — (©o,  entre  le  calcul  et  l'obser- 
vation, soient  nulles.  Mais  il  est  évident  que  les  équations  de 
condition  que  Ton  formerait  de  cette  manière  seraient  bien 
moins  simples  que  les  précédentes. 

11.  —  Résolution  des  équations  de  condition.—  Principe  de  la 
méthode  des  moindres  carrés 


Si  les  observations  étaient  rigoureusement  exactes,  il  suf* 
lirait,  en  général,  d'un  nombre  d'équations  égal  au  nombre 
des  inconnues  pour  déterminer  les  valeurs  de  ces  arbitraires. 
Mais  comme  les  observations  ne  comportent  pas  une  exacti- 
tude absolue,  qu'elles  sont  toujours  entachées  d'une  certaine 
erreur,  on  est  obligé,  pour  suppléer  à  leur  imperfection,  d'en 
augmenter  beaucoup  le  nombre.  On  est  ainsi  conduit  à  un  sys* 
tème  d'équations  en  nombre  bien  supérieur  à  celui  des  incon- 
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nues,  et  la  question  consiste  alors  à  combiner  toutes  ces  équa- 
tions de  manière  à  en  déduire  les  valeurs  les  plus  probables 
des  inconnues. 

Soient  0?,  y^  z„  les  corrections  encore  inconnues  des  éléments* 
et  a,  5,  c,...  a^ ,  5^ ,  04 ,...  des  constantes  numériques  déduites  de 
l'observation  et  que  nous  supposerons  exemptes .  d'erreur  ;  on 
aura  pour  les  équations  de  condition  qui  déterminent  x^y^z.. 

«1  =  «4^  4-  ^y  +  <^\^  -h  -M 


(i) 


c,  «4»  «2"  ^(^^^  ^^^  erreurs  commises  dans  les  observations 
successives,  erreurs  qa*il  s'agit  de  rendre  aussi  petites  que 
possible. 

Or»  d'après  une  règle  donnée  par  Legendre  et  confirmée 
depais  par  les  Recherches  de  Gauss  et  de  Laplace,  on  satis- 
fait de  la  manière  la  plus  avantageuse  à  cette  condition,  en 
déterminant  les  corrections  a?,  y,z,..  de  manière  que  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  e,  C|...  soit  un  minimum. 

En  désignant  par  V  (e*)  cette  somme,  on  devra  donc 
avoir 


(2) 


d^{t^ 


dœ 
dy 


=  0, 


=  0, 


dx 


-=o, 
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Posons  pour  abréger 

En  développant,  dans  les  équations  (1),  les  carrés  des 
seconds  membres  et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura 

+  i^{bc)  y^  +  2  (*')y'+E  (''')  •*'  +  ••• 

et  les  équations  (2)  donneront  alors 

,,,  .  ^2 (''*)  +  y S (*')+■' S (**=)  + •••  =  <>• 


Ces  relations  sont  ce  que  Gauss  appelle  les  équations  nor- 
males du  problème  ;  elles  sont  du  premier  degré  et  en  nombre 
égal  à  celui  des  inconnues.  En  les  résolvant  par  les  procédés 
ordinaires  d'élimination,  on  pourra  donc  en  déduire  les  va- 
leurs de  ces  inconnues. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  et  qui  porte  le  nom 
de  Méthode  des  moindres  carrés,  est  la  plus  avantageuse  de 
toutes  celles  que  Ton  pourrait  employer  pour  la  résolution 
des  équations  de  condition:  elle  offre,  un  moyen  s(ïr  et  direct 
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de  parvenir  aux  valeurs  les  plus  probables  des  inconnues  que 
Ton  cherche.  Son  seul  défaut  est  la  longueur  souvent  exces- 
sive des  calculs  dans  lesquels  elle  entraine  ;  mais  cet  incon- 
vénient est  bien  compensé  par  ses  avantages. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  les  relations 
qui  lient  les  grandeurs  observées  aux  inconnues  étaient  de 
forme  linéaire.  En  général,  cela  n'a  pas  lieu  et  les  équations 
que  Ion  a  à  considérer  sont  ou  transcendantes  ou  bien  d'un 
degré  supérieur  au  premier.  Mais  dans  les  applications,  il  est 
toujours  possible  de  ramener  ce  second  cas  au  premier,  en 
déterminant  des  valeurs  convenablement  approchées  des 
inconnues  Xj  y,  z,..  Soient  : 


[a) 


P   {œ,y,z  ,.,)  =  o, 
F^  (a?,  y,  z  ...)  =  0, 


les  équations  en  nombre  n  qu'il  s'agit  de  résoudre.  Si  au 
moyen  de  m  de  ces  équations,  on  détermine  les  m  incon- 
nues a?,  y,  z.,.  et  qu'on  désigne  par  7|,  0,  Ç  les  valeurs  ainsi 
trouvées,  ces  dernières  quantités  seront  des  valeurs  appro- 
chées des  inconnues.  Or,  si  Ton  appelle  Ix,  8y,  Iz  les  erreurs 
dont  chacune  d'elles  est  affectée,  et  qu'on  substitue,  partout, 
dans  les  relations  [a)y'r\-\-  Ix  ào?,  0-|-8y  à  y...;  puis  qu'on  dé- 
veloppe les  premiers  membres  parla  série  deTaylor,  on  aura: 

«   /     i.   Y      N   I    ^4  ^      .   û?F.  ^      ,  c?F.  ^ 

p.  (^»  ^  î  •••)  +  rf^  ^^ + -^  ^^  +^^^  -  =  ^' 


pourvu  que  les  corrections  Sa?,  8y,  8^...  soient  assez  petites 
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pour  qu*il  soit  permis  d'en  négliger  les  puissances  supé* 
rieures . 

Ces  dernières  équations  {b)  seront  alors  linéaires  par  rapport 
à  Sa?,  8y...,  et  en  les  combinant  parla  méthode  des  moindres 
carrés,  on  pourra  en  déduire  les  valeurs  les  plus  probables 
de  ces  inconnues. 
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CONSTRUCTION  DES  TABLES  DU   MOUVEMENT   DE  JUPITER 


CHAPITRE  I 
Disposition  générale  des  Tables  planétaires 


I.  —  Tables  a  simple  et  a  double  entrée 

Les  Tables  astronomiques  sont  particulièrement  destinées  à 
faire  connaître  la  suite  des  valeurs  que  prend  une  fonction 
t?  ==  F  (Ç),  lorsqu'on  donne  des  valeurs  successives  h  la  varia- 
ble Ç  qu'elle  renferme.  Une  Table  disposée  d'après  cette 
formule  ne  contient  qu'un  seul  argument  Ç  et  est  dite  à  simple 
entrée.  Elle  comprend,  dans  une  première  colonne,  les  valeurs 
consécutives  que  Ton  attribue  à  X,  et,  dans  une  seconde  colonne, 
les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  v.  Par  exemple,  si 
la  fonction  v  désigne  le  logarithme  de  Ç,  en  faisant  successi- 
vement Ç  égal  à  1,  2, 3...  et  en  calculant  les  valeurs  corres- 
pondantes de  t?,  on  formera  une  Table  de  logarithmes  dans 
laquelle  le  nombre  donné  sera  Y  argument  de  la  Table. 

Très  souvent  la  fonction  F  fÇ)  contient  plusieurs  termes  que 
la  nature  môme  de  cette  fonction  rend  indépendants  entre  eux. 
La  Table  dépend  toujours  d'un  seul  argument  ;  mais  elle 
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contient  plusieurs  colonnes  où  se  trouvent,  pour  un  même 
argument  donné,  les  valeurs  correspondantes  de  chaque 
terme  de  la  fonction  F  (Ç).  Dans  ce  cas,  on  obtient  la  valeur 
complète  de  cette  fonction,  en  réunissant  les  termes  des 
différentes  colonnes  dont  se  compose  la  Table,  après  que 
toutesles  opérations  indiquées  ont  été  effectuées. 

Au  lieu  d'une  seule  variable  C,  on  a  quelquefois  à  consi- 
dérer deux  arguments  C  et  (^  ;  la  Table  se  rapporte  alors  h 
Téquation 

»  =  F(Ç,Ç,) 

et  est  dite  à  double  entrée.  Dans  une  première  colonne,  on 
trouve  les  valeurs  successives  que  Ton  a  attribuées  à  la  première 
variable  C>  et,  dans  les  colonnes  suivantes,  les  valeurs  de  la 
fonction  v  qui  se  rapportent  à  la  seconde  variable  C, .  Pour 
avoir  la  valeur  particulière  de  r,  il  faut  donc  s'arrêter,  dans 
la  première  colonne,  à  l'argument  ti  ;  suivre  la  ligne  horizon- 
tale où  cet  argument  est  incrit  et  arriver  à  la  colonne  qui 
répond  au  second  argument  C|.  La  valeur  de  v  s'y  trouvera 
inscrite  immédiatement,  si  les  arguments  donnés  coïncident 
avec  ceux  de  la  Table  ;  mais  si  ces  arguments  sont  compris 
entre  deux  valeurs  consécutives  de  Ç  et  Ç^ ,  et  c'est  ce  qui 
arrivera  le  plus  souvent,il  faudra  avoir  recours  à  des  interpo- 
lations qui  pourront  devenir  assez  compliquées,  si  les  résultats 
de  la  Table  ne  sont  pas  très  voisins  les  uns  des  autres. 

II.  —  Arguments  des  perturbations  planétaires 

Dans  la  formation  des  Tables  planétaires,  on  prend  pouror^u- 
ments  des  perturbations ,  les  longitudes  moyennes  ly  T,  ?'..„  T" 
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des  diverses  planètes,  comptées  à  partir  de  Téquinoxe  de 
1850,0;  et,  pour  la  commodité  du  calcul,  on  rapporte  ces  argu- 
ments à  la  division  décimale  de  la  circonférence  en  400  par- 
ties ou  grades.  Quand  on  trouve  une  somme  qui  dépasse 
400  grades,  on  en  retranche  ce  nombre  comme  désignant 
360*  ou  une  circonférence  entière.  Si  les  perturbations  étaient 
très  grandes,  ce  mode  de  division  serait  insuffisant  et  il  fau- 
drait recourir  à  la  division  du  cercle  en  1000  et  même  en 
4000  parties.  C'est  ce  que  Le  Verrier  a  fait  dans  plusieurs  de 
ses  Tables  et  notamment  dans  celles  de  Mercure  et  du  Soleil, 
où  les  valeurs  des  longitudes  moyennes  sont  rapportées  au 
quart  de  la  circonférence  divisé  en  1000  parties. 

Les  arguments  /,  t^  r...qui  servent  ainsi  à  calculer  les  effets 
des  perturbations  planétaires  sont  donnés  dans  les  Tables, 
d'abord  pour  le  commencement  de  chacune  des  années  du 
xix*  siècle  et  ensuite  pour  les  jours,  les  heures,  les  minutes  et 
les  secondes.  Cette  disposition  permet  de  former  immédiate- 
ment les  valeurs  des  arguments  qui  répondent  à  une  époque 
donnée  i  ^^K 

Soit  f  la  longitude  moyenne,  pour  le  temps  t,  de  Tune 
quelconque  des  planètes  dont  on  a  à  calculer  les  perturba- 
tions ;  on  aura,  comme  on  sait, 

f  =  6  -f-  n^ 

c  étant  la  valeur   de  i  qui  se  rapporte  à  Torigine  du  temps 
ou  à  Tépoque  1850,0,  et  n  le  moyen  mouvement  annuel 

(a)  Dans  !e  calcul  des  Éphémérides,  l'époque  i  pour  laquelle  on  calcule 
est  toujours  composée  d'un  nombre  entier  de  jours;  les  Tables  qui  donnent 
les  mouvements  de  l,  V  pour  les  heures,  les  minutes  er  les  secondes  sont 
donc  ici  sans  application. 
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correspondant.  Gomme  cette  dernière  quantité  est  donnée 

pour  une  durée  de  SGS'If,  on  en  conclura  aisément  son  mou- 
vement en  un  jour,  et  Ton  aura 


—  P» 


365,25 

p  étant,  comme  n,  exprimé  en  grades  et  fraction  du  grade. 
On  aura  ensuite  à  Tépoque  1850,0 

^  =  «, 
et  à  Tépoque  1851 

f  =  e  -f-  365p. 

En  ajoutant  alors  successivement  à  cette  dernière  valeur 
les  quantités  constantes  365  p  ou  *366  p,  selon  que  Tannée  est 
commune  ou  bissextile,  on  en  déduira  toutes  les  valeurs  de  X 
qui  se  rapportent  au  commencement  de  chacune  des  années 
comprises  dans  la  période  que  Ton  a  voulu  considérer.  Pour 
la  valeur  de  /',  par  exemple,  qui  se  rapporte  à  Vénus,  on  a 
[Appendice,  §  (ç)] 

r  =  e'  +  n't  =  272^,8378  +  650«,  197991^ 

et 

p'=  1^78015, 
365p'  =  249^,7530. 

En  ayant  égard  à  Tordre  des  années  ordinaires  et  des 
années  bissextiles,  on  aura  donc 


années 

1850 

1851 

1832  B 

1833... 

r  = 

273» 

123» 

372» 

224»... 

Digitized  by 


Google 


DISPOSITION  GÉNÉRALE  DES  TABLES  PLANÉTAIRES       415 

Ces  valeurs  de  t  et  celles  de  Z,  f^  ï'\  P...  que  Ton  for- 
merait de  la  même  manière,  sont  communes  à  toutes  les 
Tables  planétaires. 


m.  —  Remarque  SUR  les  arguments  des  inégalités  donnés  dans 

LES  TABLES  GÉNÉRALES  DE  JUPITER 


L'étude  des  théories  de  Jupiter,  de  Saturne,  dTranus  et  de 
Neptune  a  conduit  à  de  nouvelles  valeurs  de  P,  ^,  r\  et  T"  qui 
diffèrent  un  peu  de  celles  primitivement  adoptées  dans  la 
construction  des  Tables  des  planètes  Mercure,  Vénus,  la  Terre, 
Mars  et  Jupiter.  En  rapportant  toujours  les  angles  à  la  divi* 
sion  centésimale  de  la  circonférence,  on  a  trouvé 


[a) 


r  =  1775,7995  +  33»,72il833i, 
^  =  16,5280  4-  13,5790453^ 
r»  =  32,8338  4-  4,7607216^ 
r^"=  371.7176  +  2,4276000/,[ 


et  de  là  on  a  conclu  pour  les  mouvements  ^'"',365^'''  etc« 

p»^  =  0,092324,  p^  =  0,037177, 

365  p»^  =  33,698i02,  365  p^  =  13,569751, 

p^'  =  0,013034,  p^"  =  0,006645, 

365  p^'  =  4,757463,  365  p^"  =  3,425938. 

Les  différences  qu'offrent  les  valeur  de  ;"^,  T,  r  et  T"  avec 
celles  que  nous  avons  rapportées  dans  V Appendice  au  §  {ç) 
sont  très  faibles,  et  ne  sauraient  avoir  d'influence  appréciable 
que  sur  le  calcul  des  grandes  inégalités  de  Jupiter  produites 
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par  racliou  de  Saturne,  calcul  où  les  arguments  /*^  et  f  doi- 
vent être  obtenus  avec  quatre  décimales.  Mais  les  valeurs  des 
arguments  rectifiés  d'après  les  nouvelles  expressions  [a)  ont 
été  données  dans  les  Tables  de  Saturne.  Rien  ne  sera  donc 
plus  facile  que  de  les  substituer  à  celles  que  Ton  trouve  dans 
les  Tables  générales  de  Jupiter. 

IV.  —  Conversion  des  grades  en  degrés,  et  réciproquement 

Un  nombre  de  grades,  minutes  et  secondes  s*écrit  immédia- 
tement sous  la  forme  d'un  nombre  décimal.  Ainsi,  pour  repré- 
senter 78  grades,  16  minutes,  32  secondes,  on  écrit  78*,1632. 

9 
Le  grade  étant  les  tj:  du  degré,  on  voit  que  pour  convertir 

l'angle  78^,1632,  par  exemple,  en  degrés,  minutes  et  secondes 
sexagésimales,  il  faut  d'abord  le  multiplier  par  0,9,  ce  qui 
donne  70",34688.  La  fraction  décimale  de  ce  produit  étant 
multipliée  par  60  fait  connaître  les  minutes,  et  la  partie  frac- 
tionnaire du  nouveau  produit,  multipliée  par  le  même 
nombre,  donne  les  secondes  et  centièmes  de  seconde.  On 
trouve  ainsi  que  l'angle  78^1632  équivaut  à  70%  20',  48^,768. 

Réciproquement,  pour  convertir'  un  nombre  de  degrés, 
minutes,  secondes  et  centièmes  de  seconde,  en  grades  et 
fraction  décimale  du  grade,  on  commence  par  réduire  les 
minutes  en  secondes  ;  puis  on  transforme  le  total  des  secondes 
en  fraction  décimale  du  degré,  ce  qui  se  fait  en  divisant  ce 
total  par  3600.  C'est  ainsi  que  70%  20',  48^,  768  reviennent  k 
70^,34688.  En  divisant  alors  ce  nombre  par  0,9,  on  trouve 
78»,  1632  pour  la  valeur  cherchée  de  l'angle  proposé. 

Ces  conversions  de  degrés  en  grades  et  de  grades  en  degrés* 


Digitized  by 


Google 


DISPOSITION   GÉNÉRALE   DES  TABLES  PLANÉTAIRES         417 

sont  très  fréquentes  dans  les  applications  des  Tables  au  calcul 
des  positions  héliocentriques  des  planètes. 


IV.  —  Conversion  en  secondes  sexagésimales  des  arcs 

EXPRIMÉS  EN  PARTIES  DU  RATON,  ET  RÉQPROQUEMENT 

La  division  adoptée  dans  les  calculs  astronomiques  est  celle 
de  la  circonférence  en  360  degrés.  Chaque  degré  est  divisé  en 
60  minutes  et  chaque  minute  en  60  secondes  ;  les  fractions  de 
la  seconde  sont  données  en  décimales. 

Cela  posé,  supposons  que  Ton  veuille  transformer  en 
secondes  sexagésimales  un  arc  a  exprimé  en  parties  du  rayon. 
Le  nombre  de  secondes  contenues  dans  la  demi-circonférence 
étant  648000,  si  l'on  divise  la  valeur  de  ir=  3,14159265 
par  ce  nombre,  on  aura  l'arc  d*une  seconde  ou 

arc  1"  =  206364,8. 

On  aura  ensuite,  [a!']  désignant  le  nombre  de  secondes 
contenues  dans  x, 

648000  1 

[xi  =  a  =  a T^j 

••    "'  7c  arcl 

ou  en  considérant  que  Tare  de  V'  est  sensiblement  égal  à  son 
sinus 

Inversement,  on  aurait 

(é)        «  =  [oT]  8in  1".        log  sin  1"  =  4,6855749, 

A8TR0II0MIB  THÊOBIQUB.  ^ 
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Ces  formules  très  simples  permettent  d'opérer,  dans  les 
relations  algébriques  que  Ton  a  à  considérer,  la  transforma- 
tion de  a  en  \fk\  ou  celle  de  [a"^]  en  a.  Dans  le  premier  cas,  il 
faut,  comme  on  voit,  diviser  a  par  sin  V,  et,  dans  le  second, 
il  faut  multiplier,  au  contraire,  [a""]  par  la  même  quantité. 

Si  la  division  adoptée  pour  la  circonférence  était  celle 
centésimale,  on  aurait,  p.  désignant  le  quotient  de  la  division 
de  2000000  par  ic, 

|x=  636619,7724, 
log  fA  =  5,8038801, 

et  les  formules  (a)  et  (6)  deviendraient  alors 

I 

[a^tf  =  a^fx      et      «<,  =  —  [a^^. 

Nous  employons  ici  Tindice  c  pour  désigner  les  valeurs  de 
[a^]  et  a  qui  se  rapportent  à  la  division  du  cercle  en  400  grades. 
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CHAPITRE  II 

Ckinstruction  des  Tables  concernant  la 
longitude  vraie 


I.  —  Réduction  en  tables  des  parties  séculaires 

La  formation  des  Tables  astronomiques  exige,  comme  nous 
Tavons  dit,  qu'on  développe  d'abord  avec  tout  le  soin  néces- 
'  saire  les  formules  qui  sont  la  représentation  analytique  des 
perturbations,  et  qu'on  réduise  ensuite  ces  formules  en 
nombres.  Ce  travail  est  extrêmement  long  et  délicat;  mais 
une  fois  exécuté,  il  devient  facile  d'en  disposer  les  résultats 
en  Tables  et  de  donner  à  celles-ci  la  forme  qui  convient  le 
mieux  aux  applications. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  construire  les 
Tables  de  Jupiter  qui  se  rapportent  à  la  longitude  vraie  &,  et 
soient 

L  =  L,  4"  I*/»?        (S  =  u>,  -|-  w^,        E  =  E,  -}~  ^/> 

les  valeurs  complètes  des  éléments  qui  servent  au  calcul  de 
cette  longitude.  Il  convient  tout  d'abord  de  réduire  en  Tables 
les  parties  séculaires  L„  w,,  E,,  de  ces  valeurs.  Or,  d'après  ce 
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qu*on  a  vu  pages  383  et  suivantes,  ou  a 

L,  =  160SiM(r,26  +  109306  ,87213^  [a] 

4-  30'',344u»  —  0^,742u»,  [p] 

a>,  =  i  1%64',58^,41  +  57'',90321/  [a] 

+  90%490u»  —  2^,165u».  [p] 

Ainsi  décomposées,  ces  expressions  renferment  chacune 
deux  partie  distinctes  :  une  partie  [a]  ou  [a]  simplement  pro- 
portionnelle au  temps,  et  une  autre  partie  [p]  ou  [p']  dépen- 
dant des  puissances  supérieures  du  temps.  Les  termes  de  la 
première  partie  sont  donnés  par  une  Table  à  simple  entrée 
dite  Table  des  époques^  et  sont  calculés  pour  le  commen- 
cement de  toutes  les  années  du  xix"  siècle  comprises  entre 
1801  et  1900  inclusivement;  ceux  de  la  seconde  partie  [p]  ou 
[p'],  calculés  de  dix  en  dix  ans,  pour  une  durée  de  1000  années 
à  partir  de  1350,  sont  compris  dans  la  Table  des  variations 
séculaires.  Ces  deux  Tables  qui  se  complètent  Tune  Tautre 
sont  bien  faciles  à  former. 

Construction  de  la  Table  des  époques  (Tables  1^  II,  III 
et  IV  de  Jupiter) 

D'après  les  expressions  [a]  et  [a'],  la  longitude  moyenne  de 
Jupiter  et  celle  de  son  périhélie,  ont  respectivement  pour 
valeurs 

160%1',10",26,        11S54',58,41. 

Ces  longitudes  se  rapportent  à  Torigine  du  temps,  c'est-à- 
dire  à  Tépoque  1850,0.  Et  comme  on  connaît  les  mouvements 
de  ces  éléments  en  une  année  julienne"  de  365^25,  savoir 

109306^87213         57^,90321 
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rien  n'est  plus  facile  que  d'en  conclure  ces  mêmes  mouve- 
ments pour  un  jour,  puis  pour  365  et  366  jours.  On  a  ainsi 

en  i  jour  .  .  .  0%4',59'',2659, 

en  365  jours.  .  30,20,32,0557, 

en  366  jours.  .  30,25,31 ,3216  ; 

en  1  jour  .  .  .  0",159, 

en  365  jours.  .  57,864, 

en  366  jours.  .  58,022. 

En  ajoutant  alors  ces  valeurs  à  celles  de  1850,0  et  ayant 
égard  à  Tordre  des  années  ordinaires  et  des  années  bissextiles, 
on  obtiendra  les  parties  de  la  longitude  moyenne  et  de  la 
longitude  du  périhélie  qui  varient  proportionnellement  au 
temps,  et  pour  chacune  des  années  du  xix' siècle.  On  formera 
de  la  sorte  le  tableau  suivant  : 

année  long  moy.  L  long  da  périh.  & 

1850  160M',ir,26         ll%54',5r,4 

1851  190,21 ,42,32  11 ,55,56,3 
1852. B  220,42,14,37  11,56,54,1 
1853             251,7,45,69            11,57,56,2 


Pour  faciliter  les  calculs,  les  Tables  donnent  aussi  les 
mouvements  de  L  et  de  û,  pour  les  jours,  heures,  minutes  et 
secondes.  Ces  Tables,  très  simples,  n*ont  besoin  d'aucune 
explication. 

On  trouve  encore  dans  les  mômes  Tables  la  partie  de  la 
longitude  B  du  nœud  ascendant  qui  varie  proportionnel- 
lement au  temps,  et  son  mouvement  pour  les  jours,  les  heures, 
les  minutes  et  les  secondes.  Nous  en  reparlerons  au  para- 
graphe I  du  chapitre  III. 
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Table  des  variations  séculaires  (Table  V  de  Jupiter) 

Supposons,  pour  construire  la  Table  des  valeurs  de  [p]  et 
de  [p'],  que  Ton  veuille  calculer  les  termes  séculaires  de  la 
longitude  moyenne  et  de  la  longitude  du  périhélie  qui  corres- 
pondent à  Tannée  2100,  par  exemple.  En  prenant  t  =  2S0  et 
remarquant  que  u  =  0,002^,  on  aura  d'abord 

u  =  0,500,        u>  =  0,250,        u»  =  0,125  ; 

on  aura  ensuite 

[p]  =  30*^444  (0,250)  —  0'',742  (0,125)  =  +  7^,493, 
[P']  =  90''490  (0,250)  —  2'^165  (0,125)  =  +  22^352. 

Ces  valeurs  de  L  et  de  co  sont  données  en  centièmes  de  seconde 
pourle  premier  élément,  et  en  dixièmes  de  seconde  seulement 
pour  le  second.  Ainsi  on  a 

L  =  +  7^49, 
G  =  +  0',22'',4, 

La  même  Table  contient  la  partie  séculaire  de  l'excen- 
tricité E  dont  l'expression  générale  est,  d'après  ce  qu'on  a  vu 
page  383, 

E,  =  9952^^66  -f  171'^88u  —  2^,39u«  —  0^,05uS, 
Appliquée  à  notre  exemple,  cette  formule  donne 

E,  =  9952^,66  -|-  85^940  —  (r.597  —  0^,006 

ou 

E,  =  10038^,00. 

En  regard  de  E„  on  trouve  le  logarithme  de  = — : — j^  ou  du 

tif  SIQ  1 

facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  la  fonction  ESu^,,  pour 
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avoir  l&p  ou  la  variation  périodique  totale  de  la  longitude  du 
périhélie.  Ce  facteur  qui  correspond  uniquement  à  la  partie 
séculaire  de  l'excentricité  a  ici  pour  logarithme  . 

Enfin  la  Table  Y  donne  encore  les  termes  séculaires  de  la 
longitude  du  nœud  ascendant  et  de  l'inclinaison  <f^  de  Torbite 
sur  Técliptique  mobile  qui  servent  au  calcul  de  la  latitude. 
Ces  termes,  ainsi  que  les  précédents,  sont  calculés  de  dix  en 
dix  ans  et  pour  iOOO  années  à  partir  de  1350. 


m.  —  RÉDUCTION  EN  TABLES   DES  PARTIES  PÉRIODIQUES 

Construction  des  Tables  VI,  VIT,  VIII  et  IX  de  Jupiter,  — 
Inégalités  à  longues  périodes  dépendant  des  arguments 
V,%VetW. 

Les  parties  périodiques  L^,,  ô^,  Ep  et  Zap  que  nous  allons 
maintenant  considérer  renferment,  outre  les  termes  L^  ,  <op  , 
relatifs  à  l'action  de  Saturne,  l'ensemble  des  inégalités  à 
longues  périodes  dépendantes  des  angles  V,  2V,  W,  inégalités 
dont  les  expressions  convenablement  ordonnées  peuvent  être 
mises  sous  la  forme  générale  : 

I31L  sinV  4"  ^  cos  V, 
d\L^  sin  2V  +  X<  cos  2V, 
OÏL,  sin  W  +  X,  cosW. 

Bornons-nous  à  considérer  l'ensemble  des  termes  en  Y  et  en 
2Y  qui  affectent  la  longitude  moyenne  de  Jupiter.  Ces  termes 
ont  été  calculés  par  Le  Verrier  dans  sa  théorie  de  Jupiter  et. 
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après  les  transformations  convenables  d*arguments,  il  a 
obtenu  pour  leurs  valeurs  aux  cinq  époques  fondamentales 
considérées  : 

(alnVJ  (sln2V)            (coiiV)  (co8  2V) 

1850    +i205'^96  —  9",33  +  i3M7         0^eO 

2350    +1155,02  —8,14  —217,87  +3,51 

2850    +*^60,68  —5,84  —429.06  +6,10 

3350    +  928,60  —  2,37  —  612,90  +  7  ,52 

3860    +765,66  +0.36  —763,12  +7,63 

Les  sinus  et  cosinus  entre  parenthèses  sont  les  arguments 
dont  chaque  groupe  de  termes  dépend. 

Si  Ton  forme  pour  chaque  colonne  les  différences  A^,  A^, 
A}...,  puis  qu^on  développe  suivant  les  puissances  du  temps, 
comme  il  a  été  expliqué  pages  381  et  suivantes,  on  aura 

!OIL  =  +  1205^,96  —  27^68u  -  23'',94u»  +  0^,630», 
^  =  +  13,17  —  288,15i>  +  6,59i>2  +  ifilu\ 
DXL^z=  —  9,33  +  0,57o  +  0,65u«  —  0,01uS 
31^^  =  0,00  +  3,88u  —  0,30u«  —  0,06u^  ' 

Ainsi  les  coefficients  OR,  cD^...  de  L^^  et  Lp^  s* expriment  ici 
par  des  fonctions  du  troisième  degré  en  t. 

Comme  les  arguments  Y  et  2V  sont  semblables,  on 
peut  réunir  les  termes  de  DÏL  et  3f^  avec  ceux  de  DIL^  et  «Û^i 
qui  dépendent  des  mêmes  puissances  du  temps  et  ne  former 
du  tout  qu'une  seule  Table  ayant  V  pour  argument.  Si  donc 
Ton  représente  par  Uq  la  somme  des  termes  indépendants 
de  u  ;  par  U|  celle  qui  dépend  de  la  première  puissance  de 
cette  quantité,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  pour  exprimer  la 
partie  Lp  +  L^  =  8L  de.  la  longitude  moyenne  qui  dépend 
des  arguments  V  et  2V, 

.      (111)     .       8L=Uo  +  U^u  +  U2u«  +  U,u». 
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Sous  cette  forme  concise,  Texpression  de  8L  est  facilement 
réductible  en  Table. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  veuille  calculer  les  va- 
leurs de  Uq,  V^...  qui  répondent  à  l'argument  V  =  40* 
compris  dans  le  premier  quadrant.  En  recourant  aux  expres- 
sions (I)  et  à  celles  (II),  on  trouvera,  tous  calculs  faits  : 

4-  i206^96  (8in36*)  =  -f  708'\846 
-f-  13,17  (COS360)  =  +  10,655 

—  9,33  (sin  72*»)  =  —  8,873 

Uo  =  +  710",63; 

—  27^68  (sin36<»)  =  —  16",270 
—  238,15  (co8  36<»)  =  —  192,667 

4-  0,57  (sin  72»)  =  +  0,542 

+  3,88  (cos  72*»)  =  +  1,198 

U^  =  — 207^20; 

—  23'^94  (sin  36»)  =  —  14^072 
-f-  5,59  (cos  360)  =  +  4,522 

+  0,65  (sin  720)  =+0,618 

—  0,30  (cos  72«)  =  —  0,093 

Uj  =  —  9^,02  ; 

+  0'^63  (8in36»j  =  +  0'^370 

+  1,57  (cos  36*»)  =  +  1,270 

•     —  0,01  (sin  72»)  =  —  0,009 

—  0,06  (cos  72«)  =  —  0,018 

U3  =  +  r,6i. 

Par  un  calcul  semblable  et  tout  aussi  simple,  on  obtiendrait 
les  valeurs  de  Uq,  U^,  Uj,  qui  se  rapportent  aux  expressions 
de  SE,  E8<S,  Sa,  et  Ton  formerait  ainsi  la  Table  VIII  où 
ces  valeurs  sont  données   de  deux    en   deux  grades.  Mais 


Digitized  by 


Google 


426  PARTIE  II.   —  LIVRE  H.   —  CHAPITRE  U 

cette  Table  ainsi  que  celles  VI  et  VII  ont  été  condensées  en 
une  seule,  la  Table  IX  ;  dans  les  applications,  il  sera  donc 
commode  d*y  avoir  recours. 

ComtnuiUon  de  la  Table  X  de  Jupiter  —  PerturbaHons 
périodiques  dues  à  t action  de  Saturne 

En  développant  par  rapport  au  temps  l'ensemble  des  termes 
périodiques  dus  à  l'action  de  Saturne  et  correspondant  respec- 
tivement aux  parties  L^^,  E^^,  E8(3^^  et  lap^,  on  les  amènera, 
comme  dans  le  paragraplie  qui  précède,  à  dépendre  de  la 
formule  générale 

Co  +  84  sinr  +  Sj  sin  2^  +  ... 
+  C^  cosr  +  C,  cos 2r  +  ... 

oùCo,  S4,  Sj...  CoCj...,  sont  des  coefficients  fonctions  impli- 
cites de  u  et  u^.  Sx  désignant  la  perturbation  totale  de  Tun 
quelconque  des  quatre  éléments  L,  E,  <o  et  a,  on  aura  donc 

8x=Co  +  U,u  +  U,u» 
+  [S^+U<u  +  Uju«]sinr 
+  [C, +U4u-f-UaU«]cosr 
+  [Sj-f  U^u  +  Uju^lsinar 
+  [Cj  +  U4u  +  UaU«]cos2r^ 

+ 

La  détermination  numérique  des  coefficients  C^yS^y  G^... 
U^  et  U)  se  fait  par  un  calcul  semblable  à  celui  que  nous 
avons  effectué  dans  la  construction  de  la  Table  VIII.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  l'on  veuille  obtenir  la  valeur  G3  que 
renferme  la  partie  L^  ou  $L  de  la  longitude  moyenne,  et  qui 
répond  à  l'argument  Ç  =  10». 
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On  8  d'après  la  théorie  de  Jupiter 

Cj  =  +  [—  (r,09  —  0",02u]  sin  3Ç 
^[—O.IS  — 0,12u]  8in4; 
+  [+0,05  — 0,08u]  sin  SÇ 
4.[+0,02  — 0,03<>]8in6|; 
+  [+ 0,03  —  0,02u]  sin  71: 
+  0^,05  sinSÇ  +  0",01  singç 
+  [—  O'.IS  +  0,03u]  C08  3? 
+  [_  0,33  —  0,Hu  +  0,05u»]  C084!: 

—  0,11  ces  se  —  0,09  cos  6i:  —  0,06  cos  7!; 

—  0,04  cos  SÇ  —  0,02  cos  9?. 

En  prenant  donc 

S?  =  2>,  4!;  =  36»,  Sî  =  45»,  6!;  =  54», 
Il  =  63»,  8?  =  72%  9!:  =  SI» 

et  effectuant  les  opérations  indiquées,  on  aura  d'abord 

—  o',09  (sin  a;;)  =  —  0^,041 

+  0,15  (sin 40  =  +  0,088 
+  0  ,05  (sin  SÇ)  =  +  0  ,035 
+  0  ,02  (sin  6Ç)  =  +  0  ,016 
+  0,03  (sin 7î;)  =  +  0,027 
+  0,01  (sin  9!;)  =  + 0,010 

—  0,15  (cos  30  =  +  0,134 

—  0  ,33  (C0S4Ç)  =  +  0  ,267 

—  0,11  (cos  50=— 0,078 

—  0  ,09  (cos  60  =  —  0  ,053 

—  0  ,04  (cos80  =  —  0  ,012 

—  0  ,02  (CO890  =  —  0  ,003  ; 
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d'où 

c»  =  —  (y.6i5  +  (r,i76  =  —  (r,44. 

On  aura  ensuite  pour  les  termes  en  u 

—  (r,02  (sin  3!;)  =  —  (T.OO» 

—  0.12  (sin  4?)  =  —  0,071 

—  0  ,04  (sin  5Ç)  =  -.  0  ,028  («; 

—  0  ,03  (sin  6Ç)  =  —  0  ,024 

—  0  ,02  (sin  TÇ)  =  —  0  .018 

—  0,03  (cos 3!:)  = +  0,027 

—  0  ,11  (C084Ç)  =  —  0  ,089; 

d'où 

U,  =  —  0",239  -j-  0^.027  =  —  0',21. 

Ën6n,  on  trouvera  pour  la  valeur  de  U, 

U,  =  +  0^,05  (cos4!;)  =  4-  0"04.  " 

Construction  de  la  Table  XI  de  Jupiter 

Cette  Table  fournit,  avec  l'excentricité  B  pour  allument, 
le  logarithme  du  facteur 


V-: 


i  +  Esipr 
i  — Esinr 


par  lequel  il  faut  multiplier  tang  -  u  pour  avoir  u  —  u>  et  par 
suite  t>.  E  y  varie  de  dix  en  dix  secondes  et  est  donné  depuis 

(a)  Dans  rexpreesion  ci-dessus  de  C5  que  nous  avons  empruntée  au  préam* 
bule  des  Tables  de  Jupiter,  ii  y  a  une  faute  dMmpression .  Au  lieu  de 
—  0',08u  sin  51;,  il  faut  —  0^,4  v  sin  5C,  comme  nouv  l'écriYOQS. 


Digitized  by 


Google 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  PLANÉTAIRES  429 

E  =  950(r  jusqu'à  E  =  10500".  La  formation  de  cette  Table 
est  des  plus  simples. 

Supposons,  p€ur  exemple,  que  Ton  veuille  obtenir  le  loga- 
rithme de  vTTTl  qui  répond  à  E  =  9^W\  On  a 

1  +  Esinr  =  1,0467845, 
1  — Esinr  =0,9532155, 


et 


On  a  donc 


et  par  suite 


log  (1  +  E  sin  O  =  0,0198573, 
log  (1  —  E  sinO  =  9,9791911. 


®  1  —  E  sm  1 


Construction  des  Tables  XIII,  XIV  et  XV de  Jupiter.  —  Pei-- 
turbations  périodiques  dues  aux  actions  des  planètes  Vénus, 
la  Terre,  Mars,  Vrànus  et  /Neptune. 

Conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  au  chapitre  III  du 
Livre  I,  on  doit  appliquer  à  la  longitude  vraie  v,  calculée  au 
moyen  des  valeurs  complètes  de  L,  E,  et  <S,  la  correction  8tJ 
par  laquelle  il  est  tenu  compte  des  actions  perturbatrices  de 
Vénus,  de  la  Terre,  de  Mars,  d'Uranus  et  de  Neptune.  Les 
termes  correspondant  à  ces  diverses  actions  sont  exprimés 
en  la  même  forme  que  ceux  provenant  de  l'action  de  Saturne, 
et  leur  calcul  dépend  des  Tables  suivantes  : 

Table  XIII.  Cette  Table  donne  la  partie  de  8t?  qui  se  rapporte 
aux  actions  de  Vénus,  de  la  Terre  et  de  Mars  ;  elle  est  à  simple 
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entrée  et  dépend  des  arguments  f  —  /*^,  T—  r^  et  ?"  —  r'  w* 
Table  XIV.  Cette  Table  relative  à  Taction  de  Saturne  est  à 
double  entrée  ;  elle  a  pour  argument  vertical  P  et  pour  argu- 
ment horizontal  T'  —  P* 

Table  XV.  Elle  est  aussi  à  double  entrée  et  fournit  les  per- 
turbations dues  àTaction  de  Neptune.  Cette  Table  dépend  des 
arguments  T"  et  T"  —  Z"^. 

Les  perturbations  données  par  ce&  Tables  sont,  toutes, 
exprimées  en  centièmes  de  seconde. 

Table  XVI.  —  Réduction  à  Técliptique 

La  réduction  à  Técliptique  dépend  de  l'argument  v  —  d^ 
et  de  rincUnaison  <p4  déterminée  par  la  formule 

(p,  =  i^i8^4i^37  —  V.Arj^  +  (r,35u«; 

elle  est  donnée,  comme  les  autres  perturbations,  sous  la  forme 
générale 

P  =  Uo  +  U,u. 

Ug  est  le  coefficient  de  p'qai  correspond  au  terme 
tang'^ç, 

calculé  en  ne  considérant  d'abord  que  la  partie  conttante 
<Pi=  i*,  18',  41^  37  de  l'inclinaison,  et  U^u  la  variation  sécu^ 
laire  de  p  que  Ton  obtient  en  ayant  égard,  dans  le  calcul  du 
terme  ci«dessus,  À  la  partie  de  f  |  qui  est  proportionnelle  au 

(a)  Les  diflërenU  termes  de  cette  Table  ont  été  pris  par  mégarde  avec  un 
signe  contraire. 
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temps.  Par  exemple,  si  l'on  prend  (o  —  6,)  =  l(fi,  on  troave 
pour  la  valeur  de  U,  correspondante 

log  lang*  I  <p,  =  6,1772618 

log8inr  =  4,6855749 

log  diff.  =  1,4316869 

log  8in2  [v  —  9,)  =  9,5340517 

log  p  =  0,9657386  — 
p  =  —  9',24. 

Ces  deux  termes  U,  et  U^,  qui  sont  toujours  de  signes 
contraires,  composent  la  Table  XVI  et  sont  ddnnés  pour 
toutes  les  valeurs  de  l'argument  v  —  6|  comprises  entre  0<* 
et  3600. 
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CHAPITRE   III 
Tables  concernant  la  latitude  et  le  rayon  vecteur 


I.  —  Parties  séculaires  de  la  longitude  du  noeud  ascendant 

ET  de  l'inclinaison 

Les  parties  séculaires  B^  et  <f^  de  la  longitude  du  nœud  as- 
cendant et  de  rinclinaison  de  l'orbite  de  Jupiter  sur  Téclip- 
tique  mobile,  sont  représentées,  comme  on  Ta  vu  page  383 
par  les  formules 

{a)  B^  =  98%56',17%00  +  36^36617^  +  32",85u»  —  3^83u', 
{b)  <f^  =    iM8',4r,37  —  i',4r,60u -t- (r,35u«. 

Suivant  la  marche  adoptée  par  Le  Verrier  dans  la  construc- 
tion de  ses  Tables,  ce  sont  ces  variations  que  Ton  doit  appli- 
quer à  rinclinaison  cp  et  à  la  longitude  B  du  nœud  ascen- 
dant, avant  d'introduire  les  valeurs  de  ces  éléments  dans  la 
formule  qui  exprime  s. 

Comme  pour  les  autres  éléments,  la  partie  séculaire  B^  de 
la  longitude  du  nœud  renferme  des  termes  simplement  pro- 
portionnels au  temps,  et  des  termes  qui,  dépendant  des  puis- 
sances supérieures  du  temps,  méritent  le  nom  de  termes  sécu-- 
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laires.  Les  premiers  sont  dispose's  dans  les  Tables  I,  II,  III  et  . 
IV  de  la  même  manière  que  pour  L  et  <S  ;  les  seconds,  calcu- 
lés de  dix  en  dix  ans,  sont  donnés  dans  la  Table  V  pour  une 
période  de  iOOO  années. 

Considérons  la  partie  de  Ô^  qui  varie  proportionnellement 
au  temps  ;  son  expression  est,  d'après  la  formule  {a) 

[a]  =  98%56M7",00  -f-  36^36617^. 

En  divisant  le  mouvement  36'',36617  de  0^  par  36a,25,  on 
obtient  sa  valeur  en  un  jour  ou 

5^'  =  0-,099565, 

et  de  là  on  conclut  pour  le  mouvement  en  365  jours 
365  X  r,099565  =  36'^34i2. 

En  ayant  égard  alors  à  Tordre  des  années  ordinaires  et  des 
années  bisextiles,  on  forme  aisément  le  tableau  suivant  : 

Longitude  du  nœud  0 

1850 98%56,17,0 

1851 98  ,56,53,3      • 

1852.  B.     .     .     .        98,57,29,7 
1853 98,58,  6,1. 


Considérons,    en   second   lieu,  la    partie  séculaire  de  ^, 
représentée  par  la  formule 

[p]  =  +  32",85u«  —  3'^83u^ 

En  appliquant  cette  formule  aux  données  de   l'exemple 
considéré  plus  haut,  savoir 

u  =  0,500,        u2  —  0,250,        u3  =  0,125 , 

ASTRONOMIB  THÉORIQUE.  ^ 
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on  trouve  pour  Tannée  2100 

[p]  =  +  r,2i2  —  a'479. 

En  se  bornant,  comme  pour  &  aux  dixièmes  de  seconde,  oo  a 
donc 

[p]  =  7^7. 

Quant  à  la  partie  séculaire  (p^  de  Tinclinaison  déterminée 
par  la  formule 

^,  =  i*,18',4r,37  -  i',42^,60u  +  0^,35uS 

elle  donne 

ç^  =  l%18',4r,37  —  51^30  4- 0*^,09  =  i%17',50',16. 

Cette  dernière  variation  est  comprise  dans  la  Table  Y  ;  en 
regard  on  trouve  le  logarithme  de  son  sinus  ou 

logsinip^  =8,354869. 

IL  —  Partie  périodique  de  la  latitude  due  a  l'actioic 
DE  Saturne 

Construction  de  Ut  Table  XX  de  Jupiter 

L'ensemble  des  termes  périodiques  de  la  latitude,  dus  à 
Faction  de  Saturne,  est  représenté,  comme  on  Ta  vu  page  400, 
par  la  formule  générale 

8*  =  Co  +  S^  sinr+  Sj  sin2r  -f-  ... 
+  C^  cosr  +  C2C082r  -f-  ... 

Co,  G|,  C^...  S^,  S,...  sont  des  fonctions  de  u  seulement,  et 
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l'on  a 

+  [S, +  U,o]8inr' 

+ 

Proposons-noos,  comme  application,  de  déterminer  les  ya- 
leurs  de  C,  et  de  U^u  qui  répondent  à  l'argument  !;  =  186^. 


On  a 


C,  =  — (r,05sini: 
—  0,06  sin  aç 
— 1,81  sin  3; 
-f  0,02  sin  4!; 
-f  0,02  sin  5!; 


4.0",35 
4-0,04cos!: 
-f-  0,11  cosîÇ 
+  3.17  C08  3? 

—  0,05  008  4? 

—  0,01  cos  6Ç 

—  0,030  008  3?; 


on  a  d'ailleurs 


Ç  =  16T,24', 
aç  =  334,48, 
3!:  =  142,12, 
4!:  =  309,36, 
5!;  =  117,00, 


et  de  là  on  conclut 


{— O'.OS)  sin  ?  =  — 0^,011 
(—  0,06)  sin  2Ç  =  +  0,028 
(—1,81)  sin  3!:  =  —1,109 
(+0,02)  sin  4;  =  —  0,015 
(4-  0,02)  sin  Si;  =  +  0,018 
(+ 0,04)  C08i:=— 0,039 
(-)- 0,11)  cos  2i;=  + 0,099 
(+  3,17)  cos  3Ç  =  —  2.505 
(—  0,05)  C08  4Ç  =  —  0,032 
(—  0,01)  cos  5?  =  -f-  0,004 
(— 0,03u)  cos  3?  =  -t-0,024u. 
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On  a  donc 

Ca  =  —  r,092  —  r  ,473  +  (f  ,35  =  —  y,22, 

et  par  conséquent 

iOOCj  =  — 322,    100  U^  =  +  2. 

m.  —  Tables  concernant  le  rayon  vecteur 
Tables  XVII  et  XVIII  de  Jupiter 

Le  rayon  vecteur  r  est  donné  par  la  formule 

r  =  a(i  —-E  costi). 

Mais  comme  les  éléments  a,  £  et  L  —  ^  dont  elle  dépend 
ne  sont  affectés,  dans  leurs  parties  périodiques,  que  des  termes 
dus  &  l'action  de  Saturne,  il  faut,  pour  rendre  cette  formule 
complète,  y  ajouter  la  correction  8r  par  laquelle  il  est  tenu 
compte  des  actions  d'Uranus  et  de  Neptune,  les  seules  qui 
soient  sensibles.  On  a  donc  définitivement 

(i)  r  =  «  (1  —  E  cosw)  +  8r. 

L'ensemble  des  termes  de  la  partie  périodique  8r  est  donné 
par  les  Tables  à  double  entrée  XVII  et  XVIII;  la  première  est 
relative  aux  perturbations  d'Uranus  et  la  seconde  aux  pertur- 
bations de  Neptune.  Toutes  ces  perturbations  sont  exprimées 
en  unités  décimales  du  sixième  ordre. 

La  formule  fi)  suppose  connu  le  demi-grand  axe  a  de  l'or- 
bite de  Jupiter.  Or,  il  résulte  des  déterminations  précédenies 
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que  Ton  a 

(2)  a  =  5,202800  -|-  5a^, 

Zu^  étant  l'ensemble  des  termes  à  longues  périodes  dépen- 
dant des  angles  V  et  2V  et  des  termes  périodiques  dus  à  l'ac- 
tion de  Saturne  Ces  termes  sont  donnés  par  les  Tables  YIII  et 
X  dont  nous  avons  expliqué  la  formation  au  chapitre  qui 
précède. 

Pour  les  applications  numériques,  il  convient  d'écrire 


(3) 


r  =:  a  —  a  E  sin  1''  cosm, 
a  =  5,202800 +  5ap  sinT, 


conformément  à  ce  qui  a  été  dit  page  417. 


I 
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LIVRE    III 

APPLICATION  DES  TABLES  AU  CALCUL  DES  POSITIONS 
HÉLIOGENTRIQUES  DBS  PLANÈTES 


CHAPITRE  I 

Calcul  des  positions  hélloeenlriques  de  Japlter 
et  de  Satame 


I.  —  Tableau  des  abguhents 

Proposons-nous,  comme  application,  de  déterminer  le  lieu 
héliocentrique  de  Jupiter  pour  le  30  avril  1884,  à  midi  moyen 
à  Paris. 

La  Table  III  donne  d'abord 

Fraction  de  Fannéef^z  0,329. 
On  a  ensuite 

„=  ^  =  5^  =0,06866,  u»=0,0047. 

Au  moyen  des  Tables  I  et  III,  on  trouve 


Argum.              F 
Table  I...       879 

p 
111 

f 
124 

124,2776 

»      m.        214 

131 

70 

11,0789 

S..        193 

242 

194 

135,356S 

Argum. 
Table  I... 

78,1632 

193,5 

55 

»    ni. 

4,4612 

1,6 

1 

s.. 

82,6244 

195,1 

S6 
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et  de  là  on  conclut 

ï  =  ^  —  ^  =  347«,2679 

logsia  logcos 

r  =  74%21',4r        9,98362  +  9,43066  + 

2r  =  148.43,26  9,71530  +  9,93181  — 

3^  =  223,5,9  9,8345    —  9,8635    — 

4^  =  297,26,52  9,9481    —  9,6637    + 

5^  =  11,48,35  9,3110    +  9,9907    + 

II.  —  Calcul  des  valeurs  complètes  de  L,  ô,  0  et  Za 

Avec  l'argument  Ç  et  les  valeurs  de  sin  T,  cosT..*,  la 
Table  X  donne  les  perturbations  suivantes  dues  unii^uemenl 
à  l'action  de  Saturne  : 

S^+U^u-f-...(8|n   ^)=— 110'^96-f0'^22(sin   ^y«)=— 106,65 

C^4.U^u+    (cos  r)=+117  ,51+0  ,46(cos  r)=  +31,80 

S2+U^u+    (8in2/^)=+  27  ,88—0  ,03(8in2^)=  +  14  ,46 

C2+U4U+    {cos2r)=+    1  ,41—0 ,22(co82r)=  —     1  ,02 

S3+U^u+    (sin3r)=—    1  ,37— 0,02(sin3r)=  +     0,95 

C3+U^u+    (cos3r)=—    1  ,57+0  ,02(co83^)=  +     1  ,13 

S^+U^u+    (sin4^)=—    2 ,44+0  ,01(sin4O=  +     2,16 

C^+U^u+    (cos4^)=—    0 ,46+0 ,05(cos4r)=  —     0,19 

S,+U^u+    (8in5r)=+    0,07+0, 01  (sin5r^)=  +     0,02 

C5+U^u+    (cos5r)=+    0 ,52+0 ,00(cos5r)=  +     0,52 

SL  =  Co  +  S^  sinr  +  ...  =  —16^,43 

(a)  Les  sinus  et  cosinus  entre  parenthèses  sont  les  facteurs  par  lesquâls 
on  doit  multiplier  la  somme  ou  la  différence  des  deux  nombres  qtiî  les 
précèdent  immédiatement. 
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Co  +  u,«  +  ...  =  +  cr.4i 

S,+U,tH-...(8in   r)=+137'',98+0",03(8in  r')=...4-132",90 

C,+U,o4-    (cos  r)=+  23  ,83— 0  ,18(cos  f)=  +    6,91 

Sa-|-U<u+    (8in2r')=—  14,56-j-0,17(sm2^)=  —     7,47 

C,+U40+    {cos2^)=+  25  .46+0  ,07(0082^^)=  —  21  ,82 

S$+U,o+    (8in3r')=-f    3,42+0,00(sin3O=  —     2,34 

C,+U<o+    (cos3^)=+    0 ,28— 0 ,03(cos3f)=  —     0,18 

S4+U,o+    (8in4r)=—    0  ,13+0  ,03(8in  4^)=  +     0,09 

C4+U,u+    (cos4r)=+    1  ,65+0  ,00{cos4^)=  +     0  ,76 

S,+U,u+    (8in6f')=—    0  ,46— 0  ,00(sin  5f  )=  —0,09 

C5+U,u+    (co85f)=—    0,59+0, 01  (0085^)=  —    0,37 

SE  =  Go  +  S,  8in ^  +  ...  =  +108',80 

C,  +  U,u  +  ...=  -     r,54 
S,+U,o+...{8m   f)=+  27'',69-0',17(8in   l')=...-\-  26',50 

C,+U,o+    (co8  r)=— 133  ,86— 0  ,05(co8  ^)=  —36,10 

Sj+U,u+    (810  2^)=+ 22,i4+0,09(8in2r)=  +11,54 

C,+U,u+    (C082^)=+  16  ,27—0  ,12(co82r)=  —  13  ,80 

S,+U,u+    (sin3r)=+    0,28—0,03(810  3/^)=  —     0,17 

C8+U<«+    (co83r)=—    3  ,42— 0  ,00(co83r)=  +2,50 

S4+U,u+    (8^4/")=+    1  ,91+0,00(8in4r)=  —     1,69 

C4+U,o+    (co84r)=—    0 ,35+0 ,00(cos4r')=  —     0,16 

S,+U,o+    (8in5r)=—    0,35+0, 01  (sin5r)=  —     0,07 

C»+U,o+    (0085^)=+    0 ,52+0 ,00(co85r)=  +     0,51 

ESfi)  =  Co  +  S,  sin  T  +  ...  =  —  12",48 

Co  +  U<«+...=  -rll2'.  5 

St  +  U<u  +  ...(8in   r')=— 87'',1— 0,3(8in  f)=  —  84",  2 

C, +U,o+      (cos  r')  =  — 85,4  +  0,2(cos  r)=  —  23  ,  0 

Sa  +  U,o+      (8in2r)=+  3.6+0,l(sin2r)=  +     1,9 

Cî  +  U40+      (cos2r)=+  2,4  +  0,0(0032;")=  —     2,1 

S,  +  U<u+      (sin  3  r')  =  —  0,4 +  0,0  (sin  3/')=  +     0,3 

C8  +  U,o+      (co83r)=+  3  ,2— 0.0(cos3r')=  —     2,3 

S4  +  U4U+     (sin  4  ^)=—  0,4 +  0,0  (sin  40=  +0,4 

C*  +  U,u+     (co84r)  =  — 1  .7+0,0(cos4r)=  —     0,8 

8a  =  Go  +  S,  sin  T  +  ...  =  — 22^,  3 
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A  ces  perturbations  périodiques,  on  doit  réunir  celles  k 
longues  périodes  dépendant  des  arguments  V,  2  VetW,  et  que 
fournit  la  Table  IX.  Or,  en  tenant  compte  des  petites  correc- 
tions données  par  la  Table  XXI,  on  a 

SL=+15',53^05        8E=  + 44^32 
ESw  =  +       65'',47        8a  =  +  33''^,0. 

On  a  donc  pour  les  variations  périodiques  totale  de  8L,  SE, 
ËB<o  et  8a 

8L    =  —  2^45'^43+  15',53",05  =  +  13\7^62 
8E    =+ 4^,32    +10r,80      =+133^12 
E8(o  =  +  65^47    —  ir,48        =  +  52^,99 
8a     =  +  33^0     —  222^3        =  —  489'',3. 

Comme  d'ailleurs  (Table  V) 

E  =  9964^44,      log  fr^-rr,  =  1,3159720, 

'         ®  E  sm  1 

on  en  conclut  pour  8(5 

log  E8(5  =  1,7241939 

log  ^    }    .^  =  1,3159720 
®  E  sin  1 

log  8<î3  =  3,0401659 

8a)  =  o^l8^l6'^89. 

En  réunissant  ces  divers  résultats  à.  ceux  que  fournissent 
pour  L,  (0,  ô  et  E  les  Tables  1,  III  et  V,  on  forme  le  tableau 
suivant  : 

L  ô  e  E 

Table  I...  lt2*,19',iV',28  12^27',47^0  99M6^83^4 

m  9,58,31,91  19,0  11,9 

V  +  0,14  +  0,4  +  0,1      9964^44 

Table(IX+X)  13,7,62  18,16,9  +153,12 

S  122,30,53,95  12,46,23,3  99,17,5,4     Iûll7r56 
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et  l*on  a 

Ç  =  L  —  (5  =  109%44',3(r,65 
log  E  =4,0050758. 

III.  •—  Coordonnées  héuogentrioues  de  la  planète 

Calcul  de  la  partie  périodique  Is  de  la  latitude 

La  Table  XX  construite  en  la  même  forme  que  celle  X 
donne,  avec  C  pour  argument,  la  perturbation  Is  de  la  lati- 
tude due  à  l'action  de  Saturne.  On  trouve  ainsi  : 

Co  +  U^u  =+0^,04 
S^^.U4u  +  ...(sin  r)  =  — 03  +  0^,00 (sin  ^)  =  — 1,86 
Cl  +  Uiu  -i- ...  (cos  r)  =  —  0,31  —  0,01  (co8  O  =  —  Û>Û9 
S2  +  U,u  +  ...(sin2^)  =  +  3,67+  0,00(sin2n  =  +  4»91 
Ca  +  U^w  + ...  (cos2r)  =  —  0,88  +  0,00  {cos2^)  =  +  0,75 
S,  +  U,u  +  ...(sin3r^)  =  +  0,05+  0,00  (sin  3  T)  =  —  0,03 
C,  +  U^u  +  ...(cos3r)  =  +  0,18+  0,00(cos3r)=— 0*',13 
8*  =  Co  +  S^  sin  t"  +  ....  =  +0^,59 

Calcul  des  corrections  Iv  etlr 

Avec  les  arguments  des  perturbations  donnés  dans  le  §  I, 
et  au  moyen  des  Tables  XIII,  XIV  et  XV,  on  obtient 


TABLES 

PBHT.    PAB 

8t> 

ir 

xni 

» 
» 

XIV 
XV 

9 
î 

r  —  r  =  58» 
r  —  r  =  107 
r  -  r  =  59 

r*  —  r  =  59,7 

r  = ...  195,1 

r»  _  r  =  340,6 
f«  =  ...  56 

+  0,06 
+  0.12 
+  0.02 

+  0,49 
—  0,09 

+  0,12 
0,00 

+  0,60 

+  0,12 
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Calcul  de  t anomalie  excentrique 

Les  formules  (2)  de  la  page  398  font  connaître  le  rayon  vec- 
teur r  et  la  longitude  vraie  v  de  la  planète  lorsque  Tanomalie 
excentriques  est  donnée.  Hais  l'équation  qui  exprima  u  étant 
transcendante,  on  ne  peut  obtenir  la  valeur  de  cet  angle  que 
par  des  approximations  successives.  Dans  la  formation  des 
Éphémérides,  ou  Ton  peut  toujours  se  procurer  la  suite  non 
interrompue  des  valeurs  de  w,  le  calcul  de  cette  variable 
s'effectue  très  rapidement  au  moyen  des  différences  premières 
et  des  différences  secondes  des  valeurs  qui  précèdent  celle  que 
Ton  cherche.  Considérons,  par  exemple,  l'ensemble  des  va- 
leurs de  u  qui  se  rapportent  à  l'année  1884,  et  soient,  en  ne 
considérant  que  les  cinq  dates  qui  précèdent  celle  du  30  avril, 

u  A  Âi 

Janv.  15    -f  106M1',16M7  +  1^^4^0'^46  -  S^0^ 

Mars    1         107,25,16,63  -f-  1,13,55,45  —  5,50 

»      16         108,39,12,08  +  1,13,49,95  —  4,15 

»      31         109,53,2,03  +  1,13,45,80 
Avril.  15         111,6,47,83 

n  est  clair  qu'en  prenant 

Wo  =  111S6',47^83  +  1M3',45^80  —  5^00 
=  112%20',28''63 

on  satisfera,  à  très  peu  près,  à  l'équation 

109*,44',30^,65  +  E  sînti  =  w, 
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et  qu'ainsi  Uq  sera  une  valeur  très  approchée  de  u.  En  effec- 
tuant le  calcul  de  Esin  w,  on  trouve,  en  effet, 

log  E  =  4,0050758 
logsintt  =  9,9661117 
logE  sinM  =  3,9711875 
E  sin  M  =  +  9358^,09  =  +  2^35',58^09 

valeur  qui,  étant  substituée  dans  la  relation 

L  —  ô  +  E  sin  ti  —  Wq  =  *î 

donne  e  =  +  O'^ll.  Ainsi,  on  peut  prendre  pour  la  valeur 
cherchée  de  Tangle  u 

M  =  U,  +  0^,11 
OU 

u  =  112%20',28',74. 
Calcul  de  la  longitude  vraie  v 

La  formule  à  appliquer  est 

1,         ^,      ,  /1+EsinP,        1 
tang2{r^-<o)=y/j-5^^j^,tang^u. 

et  Ton  a  par  la  Table  XI 
Au  moyen  de  la  valeur  de  u  que  nous  venons  de  trouver. 
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on  a  donc 

loglang|w  =  0,1738063 

log  vC  =  0,0213199 

log  tang  I  (t?  —  (o)  =  0,1951262 

I  (v  _  û)  =  57«,2r,32^,2â 

{v  —  S>)  =  114,55,4,44 
(5  =  12,46,23,3 
•    V   =  127,41,27,74 
Zv  =  0,60 

V   =127,41,28,34 


Calcul  de  la  réduction  à  Vécliptique 

Des  valeurs  de  v  et  ô,  on  déduit 

r  —  Ô  =  28«,24',22",9 

et  la  Table  XVI  donne  alors,  avec  cet  angle  pour  argument- 

Uo  =  +  22'^61 
U^u=r+  0,07 
p       =  —  22  ,54. 

La  valeur  de  la  longitude  v^  réduite  à  Técliptique  esl  donc 

v^  =  127°,41',5^80. 
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Calcul  du  rayon  vecteur 

Par  Tapplioation  des  formules  (3)  de  la  page  437,  on  trouve 

\ogZa  =     2,27715  —  loga  =  0,7161605  + 

log  sin  r  =      4,68557  log  E  =  4,0050758  + 

log  ta  sin  V  =     6,96272  —  log  sin  i''  =  4,6855749  + 

Za  sin  1^  = — 0,000918  log  cos  u  =  9,5799944  — 

const  =  -j-  5,202800  log  (—  aE  sin  V  cos  u) 

a  =  +  5,201882  =  8,9867366  — 

Ainsi 

a  =  +  5,201882 

—  aE...  =  -f  0,096992 

r  =  +  5,298874 

8r  =  +  12 

r  =  +  5,298886 

log  r  =       0,7241846 

Calcul  de  la  latitude  héliocentrique 

La  Table  V  donne  pour  Fépoque  1884  +  f 

<p,  =  l%18',3r,32,      log  sin(p^  =  8,368956  ; 

on  a  ensuite 

sin*  =  sin^i  sin  (v  —  ôj  -|-  8«, 

log  sin  <p^  =8.358956 
log  sin  (t?  —  6  J  =:  9,677353  + 
log  sin  «  =  8,036309 
«=:+0»,37',2r,55 
8*  =  +  0,69 

s  =  +  0'',37',23,14. 
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En  résumé,  les  coordonnées  héliocen triques  de  Jupiter  à 
l'époque  1884,  30  avril,  midi  moyen,  sont  : 

Longitude  réduite  à  Técliptique   .       127%41\3%80, 

Latitude 0,37,â:J44  boréale, 

Rayon  vecteur 5,298886, 

La  détermination  des  coordonnées  héliocentriqaes  de  Sa* 
turne  donnant  lieu  à  des  calculs  entièrement  semblables  à 
ceux  que  nous  venons  de  faire  pour  Jupiter,  nous  nous  dis- 
penserons d'en  présenter  ici  une  application. 
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CHAPITRE   II 


Lieux  hélioceutriques  des  planètes  dont  les  orbites 
sont  intérieures  à.  eeile  de  Jupiter 


I.  —  Prkmièrb  application.  —  Calcul  des  lieux  hélio- 

CENTRIQUES  DE  MERCURE 

Le  mode  de  construction  adopté  dans  les  Tables  des  planètes 
Mercure,  Venus,  la  Terre  ^*J  et  Mars  est  un  peu  différent  de  celui 
qu'on  a  suivi  dans  les  Tables  de  Jupiter  et  de  Saturne.  On  sup- 
posée Tastre  un  mouvement  circulaire  et  uniforme,  ce  qui  fait 
connaître  son  mouvement  moyen  et  détermine  sa  longitude 
L.  En  retranchant  de  cet  angle  la  longitude  c5  du  périhélie, 
on  obtient  Tanomalie  moyenne  Ç  =  L  —  w,  et  Ton  se  sert  de 
cet  angle  comme  argument  pour  calculer  Véquation  du 
centre  C  et  la  partie  de  sa  variation  séculaire  qui  est  propor- 
tionnelle au  temps.  En  ajoutant  alors  à  Tangle  L  -f-  C  la 
somme  P^  des  perturbations  périodiques  de  la  longitude,  on 
obtient  la  longitude  comptée  dans  Torbite  ou  la  longitude 
vraie  v  de  la  planète.  Cet  angle  obtenu  on  en  retranche  la 
longitude  6  du  nœud  ascendant  et  Ton  a  Targument  v  —  0  au 

(a)  Dans  notre  TraiU  cP Astronomie  pratique^  Partie  II,  chap.  II,  nous 
avons  exposé  les  deux  méthodes  auxquelles  on  peut  avoir  recours  pour  cal- 
culer les  lieux  du  Soleil,  et  nous  avons  donné,  de  chacune  d'elles,  une  appli- 
cation numérique.  Nous  y  renvoyons  le  lecteur. 
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moyen  duquel  on  détermine  la  réduction  à  Técliptique  p,  la 
latitude  s  et  les  parties  séculaires  de  ces  éléments  qui  varient 
proportionnellement  au  temps.  Quant  au  rayon  vecteur,  il  est 
donné  par  un  calcul  semblable  à  celui  de  la  latitude  ^  mais  en 
prenant  pour  argument  l'angle  Ç  au  lieu  de  la  distance  î?  —  0. 
Les  parties  principales  des  éléments  s,  p,  5  et  r  sont  don- 
nées  dans  les  Tables  pour  toutes  les  valeurs  des  arguments  ^ 
eiv  —  B  comprises  entre  0°  et  360°  ;  et  ces  valeurs  varient  de 
dix  en  dix  minutes  pour  Téquation  du  centre  et  le  rayon  vec- 
teur, et  de  degré  en  degré  seulement  pour  la  réduction  à  Té- 
cliptique  et  pour  la  latitude.  Il  en  résulte  que,  dans  la  déter-' 
mination  de  ces  éléments,  on  doit  calculer  d*abord  une  partie 
proportionnelle  destinée  à  compléter  la  mesure  de  Targument 
donné,  et  joindre  ensuite  à  ce  terme  la  correction  que  four- 
nissent les  différences  secondes,  correction  qui  pour  ê,  p  et  * 
est  assez  sensible.  Si  Ton  désigne  donc  par 

Cq  pq...  les  parties  principales  des  éléments  C,p..,  respective- 
ment; 
T  la  fraction  de  l'argument  C  ou  de  celui  v  —  B; 

^  -      1.2     ' 

A  et  A^,  les  différences  premières  et  secondes  données  dans 

les  Tables; 
V  la  variation  séculaire  de  l'unquelconque  des  éléments  ^^tp©  ^^  ^a 
^  +  /"le  temps  écoulé  depuis  l'époque  1850,0; 

on  aura  pour  calculer  la  longitude  v^  réduite  à  l'écUptique  et 
comptée  à  partir  de  l'équinoxe  vrai 

(a)  v,  =  L  +  [C,  +  r^  +  t'A,  +  v  (^  +  /^]  +  P„ 

+  [Po  +  tA+t'A,+v(^  +  /)]  +  N, 

ASTRONOMIE  THEORIQUE.  29 
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N  étant  la  nutation  luni-solaire  dont  la  valeur  est   donnée 
dans  les  Tables  du  Soleil. 
On  aura  ensuite  pour  la  latitude  et  le  rayon  vecteur 

(P)  .  =  [.,+  TA  +  t'A,  +  V  (^  +  /)]  +  P„ 

(ï)  r  =  [ro  +  tA  +  t'A,  +  ,  {t  + /)]  +  P„ 

Ps  et  Pr  désignant  respectivement  les  sommes  des  perturba- 
tions périodiques  de  la  latitude  et  du  rayon  vecteur  dues  aux 
actions  planétaires. 

Pour  donner,  au  moyen  des  Tables,  une  application  des 
formules  qui  précèdent,  proposons-nous  de  calculer  la  posi- 
tion héliocentrique  de  Mercure  pour  le  midi  moyen  de  Paris , 
au  30  juin  1884. 

Arguments  des  inégalités 

On  a 

/•=  0,495,        t -f- /•=  34,495. 

L  &  0 

Table  I       26^23',36'^68    75%38',5r,92    46%57',18*',5o 

III        20,43,12,87  27,71  21,13 

V  +0,13  +0,13  +0,10 

S         47  ,6, 49,68       75,39,22,76        46,57,39,78 

Ç  =  L  —  û  =  331%27',26^92. 

Puis 


l     -   518 

28' +  i  = 

1501 

8'  +  4r  =  2529 

r  =3009 

38' +  i  = 

3992 

8'  =2491 

58'  +  2^  = 

1492 

S'  =  r—  l 

r  =3094 

58' +  3/  = 

2010 

S"  =2576 

58'  +  4/  = 

2529 

8"  =  r—  i 

ir   =  1410 

48"  +  3Z  = 

3857 

8"=  892 

n"-\-i  = 

2301 

8"  —  l"—  l 

^  =  849 

28' +  i  = 

1182 

%•'   =  331 

38'  +  2r= 

1492 

8'  =  f—l 
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Calcul  de  VéqtuUion  du  centre 
Les  données  fournies  par  la  Table  YI  sont  les  suivantes  : 

Co  =  —  14%23',12^^34 
T  =       0,74487,  A   =  247'^38, 

t'  =  —  0,095,  ^^  =  0,85, 

V  =  —  6^41,  t+r=  34,495; 

on  a  donc 

Tab.VI  Co  =:  ...  —  14^23^12'^34 

Correct,  dlff.    1"  t  A  =        +  3  ,  4  ,27 

Correct,  dlff.   2«  t  A^  =        —  0  ,08 

Var.  Bécul.  V  (^  +  Q  =        —  2  ,21 

C  =  ...  —  14  ,20,10,36 

Inégalités  de  la  longitude,  —  Calcul  de  P(j 

Au  moyen  des  arguments  donnés  dans  le  tableau  cî-desaus, 
on  trouve 


TABLES 

ABSCMENTS 

Po 

VIII 

/  23'  +  ; 

—  328 

IX 

l  3S'  +  ; 

+  131 

X 

? 

)  58'+2f 

+  38 

XI 

1  53'  -f-  31 

+  420 

XII 

58'  +  4/ 

+  132 

XIII 

S'et^ 

-  360» 

XIV 

6 

l  48"  +  31 

—  38 

XV 

1  Z'etr 

—  146 

XVI 

•¥ 

j  28''  +  / 

—  244 

XVII 

j  8'"  et  r 

—  9 

XVIII 

t> 

1  28'^  +J 

—  20 

XIX 

1  S''  et  ^ 

23  =...' 

—  6 

—  430 
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Ajoutant  celte  valeur  de  P,  à  L  +  C  on  obtient 

L  =  +  4T,  6',49",68 
t  =  —  14  ,20 ,10  ,36 
P,  =  —  4  .30 

r  =  L  +  C  +  Po=      32,46.33,02; 

et  de  là  on  conclut 

v  —  6  =  345»,48',55',24. 

Calcul  de  la  réduction  à  Vécliptique 

Avec  cette  valeur  de  t>—  6,  la  Table  XX  donne 

p„  =  -|-6',24',80, 
T  =  +  0,81834,  A  =  —  23,52, 

t'  =  —  0,077,  A<  =  —  0,«, 

v=       0,20,  <+/"=      34,495; 

on  a  par  suite 

Table  XX  ...po  =  +  6',24'\80 

Correct,  diff.  1"  t  A  =  —       19  4B 

Correct,  difif.  2'  t'A^  =  +         0  ,03 

..     Var.8Ôcul.v(^ +  /•)  =  +         0,07 

p  =  ...  +  6',5",72 


et 


v,=v  +  ^  =  32^52^4a^74. 


Cette  valeur  de  v,  est  comptée  à  partir  de  Téquinoxe  moyen. 
On  la  rapporterait  à  l'équinoxe  vrai  en  lui  ajoutant  la  nutation 
luni-solaire  N  =  +  6'^07  donnée  dans  les  Tables  du  Soleil. 
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On  anrait  ainsi 

r^  =  32^52^46^81. 

Calcul  de  la  latitude 

La  Table  XXI,  dans  laquelle  on   entre  avec  l'angle  ï^  —  0 
pour  argument,  donne  d'abord 

^0  =  — 1^48^29'^09. 


A  =  +  425,08, 

A,  =+      1,82, 

(/+/^)=       34,49d; 


On  a  ensuite 

T  =  -f-  0,81534, 
t'  =  —  0,077, 
V  =  —  0,20, 

par  conséquent 

Table  XXI...  «^  =  —  l%48',2r,09 

Correct,  diff.  1"  t  A    =  +         5  ,46  ,58 

Correct,  dlfif.  2*   t'A^  =  —  0  ,14 

Var.  sécul.  v  (^  +  /)  =  —  0  ,53 

s  =  —  1%42',43%18 

Calcul  du  rayon  vecteur 

Au  moyen  des  arguments  des  inégalités  donnés  plus  liaiat, 
on  trouve 


TABLBS 

PEBT.   PAR 

AB0UUENT8 

Pr 

XXVIII 

38'  +  ^r 

—  25 

XXIX 

9 

8'+4r 

+    7 

XXX 

f  etS' 

—    « 

XXXI 

6 

r  et  S" 

+    S 

XXXII 

¥ 

r  et  S''' 

+  29 

XXXIII 

^ 

f  etS^ 

S  = 

—   :i 

+    5 
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On  a  ensuite,  Table  XXVII, 

Table  XXVII  r^  =  +  0,3223111 

Correct,  diff.  1"  tA  =  —  1201 

Correct,  diff.  2«  t'A^  =  0 

Var.  sécul.  ^{t  +!)  =  —  20 

Pr  =  +  5 

r  =  +  0,3221895. 
II.  —  Seconde  application.  —  Calcul  des  lieux 

HÉUOCENTRIQUES  DE  VÉNUS 

Les  Tables  du  mouvement  de  Vénus  sont  construites  en  la 
même  forme  que  celles  de  Mercure  ;  leur  application  donne 
donc  lieu  à  des  calculs  semblables  à  ceux  que  nous  venons 
d^effectuer  pour  cette  dernière  planète.  En  voici  un  nouvel 
exemple  pour  le  !•'  janvier  1884  à  midi  moyen  de  Paris,  et 
par  rapport  à  Téquinoxe  moyen  de  la  môme  époque 

On  a 

f  =  0,000,    ^  =  34, 


puis 


Arguments  simples  Arguments  composa 

"  (1)"/   =228  '  (12)     r  +2  8''  =3762 

(2)  r  =  3787  (13)    r  +  3r  =  1087 

(3)  8'  =  3499  (14)     T  +  4^  =  2412 

(4)  r  =  1112  (15)  2r  +  3  8''  =  2199 

(5)  8''  =  1325  (16)    r  +  5  8^^  =  3737 

(6)  r  ~  1235  (17)  3  r  +  5  S'"  =  1961 

(7)  8'"  =  1448  (18)  13  r  —  8  r  =    160 

(8)  r  =  1246  (19)  2  r  +     8"'  =  3918 

(9)  8^=  1459  (20)  r  +  2  8"^  =  131 
(10)  r=  782  (21)  r+  8^=1777 
(11)8^=    995 
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Ces  arguments  obtenus,  on  procède  aux  calculs  suivants  ; 

Sommes  P^,  P^  et  P^  des  perturbations  périodiques  de  la 
longitude,  de  la  latitude  et  du  rayon  rectew\ 


TABLES 

AHaDMEHTS 

PEBT. 

TABLES 

ABODMENTS 

PEHT. 

VIII 

(2)  et  (3) 

—    22 

XXX 

(2)  et  (3) 

+      2 

IX 

(5) 

—  533 

XXXI 

(5) 

—  211 

X 

(12) 

—  294 

XXXII 

(14) 

—     IS 

XI 

(13) 

+      2 

XXXIII 

(2)  et  (18) 

0 

XII 

(14) 

+  115 

XXXIV 

[Xi  et  (5) 

—      4 

XIII 

(15) 

+    81 

XXXV 

(6)  et  (7) 

—     10 

XIV 

(16) 

+    17 

XXXVI 

(8)  et  (9) 

—     38 

XV 

(17) 

—    18 

XXXVIl 

(10)  et  (11) 

0 

XVI 
XVII 

(4)  et  (5) 
(2)  et  (18) 

(19) 

(20) 
(6)  et  (7) 

(9) 
(8)  et  (9) 

—  21 

—  147 

Pr  = 

—  276 

XVIII 
XIX 
XX 
XXI 

xxn 

+  111 

—  44 

+      6 
+  308 

—  195 

XXVI 
XXVII 
XXVIII 

(4)  et  (5) 

(8)  et  (9) 

(21) 

P,= 

—  20 
+       3 

—  1 

—    18 

XXIIl 

(10)  et  (H) 
Po  = 

+    23 

—  611 

Cacul  de  la  longitude^  de  la  latitude  et  du  rayon  vecteur 
On  a  d'abord  par  l'emploi  des  Tables  I,  III  et  V 

1884  L  ô)  0 

Table  I         341%i7',6^91        i29%55',16",l         75%38',3(r,6 

m  0  0  0 

V  +  0,08  —  0,66  +  0,44 

S  341,17,6,99  129,55,15,44  75,38,30,64 
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d'où  Ton  conclut 

Ç  =  L  —  Ô  =  21i%2i',5r,55. 
Avec  cet  argument,  la  Table  VI  donne 


Table  VI  Co    =  .. 

.  -  0«.24',17',39 

tA  =.. 

.  —               1,39 

tA,=  .. 

0,00 

V*      =  . 

,.  +               3,88 

C       =  . 

..  —    0,24,14,90; 

on  a  donc 

^  =  L  +  C  +  Po=  3400,52',45'',98, 
et 

V  —  0  =  265%i4',15^34 

On  a  d'ailleurs,  Table  XXIV, 

Table  XXIV  po  =  ...  —  3i",45 

tA=:...  +     1,48 

t'A^  =  ...  0,00 

v«=...  —      0,01 

p  =  ...  —    29,98 

Ainsi 

v^=v  +  p  =  340^  52M6'',00 

On  a  maintenant,  Table  XXV, 

Latitude  hèlioe.  Rayon  vecteur 

Partie  principale  =  —  3«,22',48'^30  0,7275693 

Partie  proport.  tA  =  —                  3,98  —  14 

Correct.            t'A^  =  —                  0,34  0 

Var.  aécul.     v^  =  —                  1.53  —114 

Perturb.      =       —                  0,18  —276 

^  =  —  3,22,54,33   r  =  0,7275289 
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En  résumé,  les  valeurs  des  coordonnées  que  nou3  avions  à 
déterminer  sont  les  suivantes  : 

Époque  :  1884  janvier  l,midi  moyen  de  Paris.  Equin.  moyen 
Coordonnées  héliocentriques  de  Vénus 

Longitude 340«,52',i6'^00 

Latitude 3,22,54,33  aust. 

Rayon  vecteur  ...      0,7275289 


in.  —  Troisième  application.  —  Calcul  des  lfeox 

HÉLIOCENTRIQUES  DE  MARS 


Proposons-nous  encore  de  calculer  le  lieu  hélioceotrîque  de 
Mars  pour  le  !•'  mars  1884,  à  midi  moyen  de  Paris  et  par 
rapport  à  Téquinoxe  moyen  de  la  môme  époque. 

Arguments  des  perturbations 
On  a 

r=  0,164,        ^  +  /*=  34,164, 

L  û  g 

Table  I       lllo,35',23%83    333%55',25^8    48s39\44\8 

III         31,26,39,35  10,9  4,6 

V  +25,77  +0,1  —0,3 

S  143,2,28,95         333,55,36,8        48,39,49,1 


Digitized  by 


Google 


^58  PARTIE  n.   —  LIVRE  III.    —   CHAPITRE  II 

d'où 

Ç  =  L  —  S)  =  i69%6',52'',i5. 

On  a  ensuite 

(1)  r  =    855  (17)  2r  +  38^^  =  2613 

(2)  r  =  1769  (18)  3r  +  28''  =    382 

(3)  r  =  1584  (19)  3r  +  48^  =      12 
(4)8'  =    729  (20)4r+58''=1411 

(5)  8^'  =  3815  (21)  5r  +  68^'  =  2810 

(6)  r  =  1301  (22)  6r+  78"=    209 

(7)  8^  =  3717  (23)  7r+  88''  =:  1608 

(8)  r  =804  (24)  8r+  98"  =  3007 

(9)  8^  =  3220  (25)  r  +  8"^  =  1018 

(10)  T'  =  1943  (26)  r  —  28»^=  1867 

(11)  8^'  =    359  (27)  r  +  28'^==    735 

(12)  2r+  8'  =  3897  (28)  r  —  38^^=  2150 

(13)  3r  +  8'  =  1481  (29)  2r+  8'^  =  2319 

(14)  r  +  8"  =  1399  (30)  3r+  8^^  =  3620 

(15)  r  +  28"=  1214  (31)  Z^   +  8^    =     24 

(16)  2r+  8"  =  2983 


Sommes  P^  c^  P;.  des  inégalités  de  la  longitude 
et  du  rayon  vecteur 

Au  moyen  des  arguments  qui  précèdent,  on  obtient  les 
perturbations  périodiques  de  la  longitude  et  du  rayon  vecteur 
dont  Pq  et  P,.  représentent  respectivement  les  sommes.  On  a 
ainsi 
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TABLES 

▲BOUMBNTS 

Po 

TABLBS 

Pr 

VIII 

(12) 

—  347 

XLVI 

—    14 

IX 

(13) 

+    38 

XLVII 

—    17 

X 

(3)  et  (5) 

—    78 

xLvni 

+      6 

XI 

(5) 

+  154 

XLIX 

—  169 

XII 

(14) 

+    13 

L 

—    50 

XIII 

(15) 

—  442 

LI 

-J-171 

XIV 

(16) 

+     58 

LU 

+    4S 

XV 

(17) 

+  206 

LUI 

—    36 

XVI 

(18) 

—    37 

LIV 

—      9 

XVII 

(19) 

—  110 

LV 

+      3 

xvm 

(20) 

+    55 

LVI 

+      4 

XIX 

(21) 

—    26 

XX 

(22) 

+    17 

XXI 

(23) 

—    18 

XXII 

(24) 

—      6 

xxm 

(3)  et  (5) 

-1-    56 

LVII 

—      3 

XXIV 

(7) 

4-  382 

LVIII 

+  199  ', 

XXV 

(25) 

—1871 

LIX 

+  296 

XXVI 

(26). 

-1-    69 

LX 

—  103 

XXAfll 

(6) 

—    75 

LXI 

+  123 

XXVIII 

(27) 

—    82 

LXII 

—  113 

XXIX 

(28) 

—  132 

LXIII 

+     52 

XXX 

(3) 

+      1 

LXIV 

-f-    86 

XXXI 

(29) 

+  155 

LXV 

+    34 

xxxn 

(30) 

+    36 

XXXIII 

(6)  et  (7) 

—       4 

LXVI 

—      1 

XXXIV 

(6)  et  (7) 

—      8 

LXVII 

-    28 

XXXV 

(9) 

—    86 

LXVIII 

+    37 

XXXVI 

(31) 

-    94 

LXIX 

—    49 

XXXVII 

(8)  et  ^9) 

+    59 

LXX 

—    H 

XXXVIII 

(10)  et  (11) 

S.  .  . 

+      7 

LXXI 

S.  .  . 

+      2 

—2300 

+  407 
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PABTIE  11. 


LIVRE  III.   —  CHAPITRE  H 


Somme  P,  des  perturbations  de  la  latitude 

La  somme  P,  des  inégalités  qui  affectent  la  longitude  hélio- 
centrique  de  Mars  est  donnée  par  les  Tables  XLI  -  XLlV  ;  et 
Ton  a  dans  notre  exemple 


TÀBLB8 

AseniiKfTS 

P» 

XL! 
XLII 
XLIII 
XLIV 

(3)  et  (4) 

(3)  et  (5) 

(6)  et  (7) 

(31) 

—  3 

—  6 

—  5S 

—  2 

S... 

—  66 

Longitude  héliocentrtque.  —  Calcul  de  Téquation  du  centre 

La  Table  YI,    dans   laquelle  on  entre  avec  l'anomalie 
moyenne  pour  argument,  donne 

Table  VI  ^0  =  -  +  i^49^43'^49 

Correct,  diff.  1"  T  A    =        —       '  i  ,  7  ,93 

Correct,  diff.  2«  t'A^  =  0 

Var.  sécul.  v  (^  +  /)  =        +  2  ,04 

C  =  ...  +  iS48',37^60 

On  a  ainsi  pour  la  longitude  v  comptée  dans  Torbite 

î>  =  L  +  C  +  Po  =  144^50^43^55, 

et  pour  la  distance  v  —  ô  de  la  planète  au  nœud  ascendant 

t?  —  0  ==  96M0',54",45. 
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Réduction  à  Vécliptique, 

Au   moyen  de  cet    angle  pris    pour    argument,  la  Ta- 
ble XXXIX  donne 

Table  XXXIX  po  =  -  +  ^'^"^^ 

Correct.  dlff.l"T  A    =        +0,33 
Correct,  difif.  2«   T'A^  =        +  0 

Var.  sécul.v  [t -{■  f)  =        +  0 

p=       +11,52; 

et  Ton  a  pour  la  longitude  héliocentrique  v^ 
t?^  =  w  +  p  =  i44%50',55",07. 

LatUtide  héliocentrique 

On  a  par  la  Table  XL 

Table  XL  ^o  =  .-  +  l%5(y,25",77 

Correct,  diff.  1"  t  A    =        -—  2,39 

Correct,  diff.  T  V^^  =        +  0,15 

Var.  8écul.  v  {*  +  /*)  =        —  0,83 

5  =  ...  +  1  ,50  ,22,70. 

Ajoutant  à  cette  valeur  de  s  la  perturbation  totale  P,,  on  a 
donc 

5  =  +  l^5o^22'^o4. 
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Rayon  vecteur 
Avec  rargument  w  —  0  et  au  moyen  de  la  Table  XLV,  on  a 

Table  XLV         r^  =  +  1,6636050 

Correct,  diff.  1"  T  A    =  +  431 

Correct,  dlff.  2«  t'A^  =  +  1 

Var.  sécul.    ^  {t  +  f)=+  491 

P,  =  +  407 

r  =  +  1,6637400. 

Ainsi,  les  coordonnées  héliocentriques  de  Mars,  à  l'époque 
que  nous  avons  considérée,  sont  : 

Longitude  hélioc.  v^  ...  144^50^55^07 
Latitude  héUoc.    s  ...      1,50,22,04  borô. 
Rayon  vecteur  r   ...      1,6637400. 
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CHAPITRE  III 

Calcul  des  positions  héliocenlriques  d'Uranus 
et  de  IVeplane 


I.  —  Lieux  héliocentriques  d'Uranus.  —  Formules  oénérales 

La  méthode  suivie  dans  la  détermination  des  perturbations 
mutuelles  d'Uranus  et  de  Neptune  est  la  même  que  celle  qui  a 
été  employée  dans  le  cas  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Les  résul- 
tats ont  été  donnés  sous  la  même  forme  générale,  et  les  Tables 
générales  qu'on  en  a  déduites  ^^^  présentent  une  disposition 
semblable  à  celle  des  autres  Tables  planétaires. 

Soient 

L,  la  longitude  moyenne  d'Uranus,  augmentée  de  ses  inégalités 
à  longues  périodes  ; 

(a)  Ces  Tables  d'Uranus  et  de  NeptuDe  par  Le  Verrier  ont  été  adaptiSes  à 
partir  de  1S7S  par  la  rédaction  du  Nautieal  Almanach,  et,  un  pGu  plus 
tard,  par  celle  de  la  Connaissance  des  Temps,  Avant  cette  époqua^  on  bd 
servait  des  Tables  que  M.  Simon  Newcomb  à  fait  paraître  succdâsivemeat 
dans  les  mémoires  de  Plnslitution  Smithsonienne  {Smithsonian  cantrihu* 
lions  to  knowledge,  1865  et  1873).  Ces  Tables,  tout  atissi  exactes  que  cellûs 
de  Le  Verrier,  ont,  sur  ces  dernières,  l'avantage  d'ôtre  plus  expidlUvea  et 
d'un  usage  fort  commode. 
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Cy  Téquation  du  centre  ; 

^ti  Ift  somme  des  perturbations  périodiques  dues  aus:  actions 

de  Jupiter,  Saturne  et  Neptune  ; 
6,  l'ensemble  des  termes  complémentaires  ; 
p,  la  réduction  à  récliptique. 

On  aura  pour  calculer  la  longitude  réduite  à  Técliptique  ou 
la  longitude  héliocentriquew^ 

(a)  î,^  =  L  -{-  C  -I-  $,  +  S  +  p. 

Le  rayon  vecteur r,  calculé  dans  l'ellipse,  a  pour  formule, 
page  96, 

-  =  B  +  B^cos  (L  — c5) 
+  BjCos2{L  — ô) 

(b)  +B3C()s3(L  — ô) 
+  B4  cos  4  (L  —  (5) 
+  B»cos5{L  —  (5) 

En  ajoutant  à  cette  valeur  de  -  la  partie  périodique  —  pro- 
venant des  actions  de  Jupiter,  Saturne  et  Neptune,  on  la 
rapportera  au  cas  du  mouvement  troublé,  et  Ton  aura 

/         a  =  19,183390  + 8a  sinr, 
j    logr  =  loga  +  log|^^  +  -£j- 

Quant  à  la  latitudes,  elle  est  déterminée  parla  formule 

(d)  sin  s  =  sin  cp^  sin  [v  —  0)  +  ^5 

dans  laquelle  S«  représente  l'ensemble  des  termes  périodiques 
dus  à  l'action  de  Jupiter,  de  Saturne  et  de  Neptune. 
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li.  —  Longitude  héliocentrique 

Tableau  des  arguments 

Pour  donner  au  moyen  des  Tables  une  application  des  for- 
mules (a\  [h)y[c)  et  [d)  qui  précèdent,  nous  allons  nous  propo- 
ser de  déterminer  la  position  héliocentrique  d'Uranus  pour  le 
13  septembre  1884,  à  midi  moyen  à  Paris. 

On  a  d'abord 

/"=  0,701,    u  =  ?|^  =  0,0694,    u»  =  0,0048 

t*  =  ^^  =  0,3470,    1*^  =  0,1204; 
on  a  ensuite 

Arguments  simples 


l" 

r 

r 

<"• 

Tab.  I 

124,27 

78,20 

194,4126 

54,2683 

III 

23,63 

9,52 

3,3368 

1,7013 

S 

147,90 

87,72 

197,7494 

55,9700 

Arguments  composés 

f  -^l}^  =:  339^82,        î  =  r»  —  r  =    495,8494 

r  +  r  =  235  ,62,        Ç'  =  ^'  —  ^  =z  110  ,0294 

2Z^  +  r  =  323  ,34,        r  =  r"  —  r»  =  258  ,2206 

a/  =    ^»  +    î'  =  2r  —    r  =  307«?,7788 

y'  =  2r»  -}-    î'  =  3^'  —    ^  =  105  ,5282 

0/"=    r  +  3r  =  3^"—  2^»  =  172  ,4612 

A8TB0N0MIB  THÉORIQUE.  30 
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Inégalités  à  longues  périodes  de  la  longitude  moyenne 
de  Veœcentricité  et  de  la  longitude  du  périhélie 

Ces  termes  se  rapportent  au  calcul  de  la  longitude  vraie  ;  ils 
sont  donnés  par  la  Table  IX,  et  Ton  a  pour  l'époque  1884,701 


SL  =  —  51',ir,09 
8E  =  +  138,39 


ESÔ  =  —  422,428 
5(0  =  —  2%31',57'^,38. 


En  réunissant  ces  résultats  à  ceux  que  fournissent  pour 
L,  g;  6  et  E  les  Tables  I,  III  et  V,  on  trouve 


TABLBS 

L 

B> 

9 

E 

I 

175°,26',43'',51 

ni»,20',24",6 

73»,24',  8',3 

III 

3  ,  0 ,46  ,35 

37,6 

12,7 

9536'',70 

V 

+  13 

0 

+  5 

IX 

-0  ,51 ,11  ,09 

-2  ,31,57 ,38 

138  m 

£ 

m  ,36 ,18  ,90 

168  ,49,  4 ,72 

73  ,24  ,21  ,5 

9695  ,09, 

On  conclut  de  là 

L  — ù>  =    8%4r,ir,18 

2  (L  —  ô)  =  17  ,34 ,28  ,36 

3  (L  —  0))  =  26  ,21 ,43 

4  (L  —  (5)  =  35  ,9 

5  (L  —  ô)  =  43  ,56. 

Calcul  de  téquation  du  centre 

L'équation  du  centre  C  est  donnée  par  la  formule 

C  =  E^  sin  (L  —  w) 
4-  E2sin2(L— <o) 
+  Easin3  (L  — ô) 
-f-  E4  sin  4  (L  —  (5) 
+  E5  sin  5  (L  —  <5) 

+ 
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que  nous  avons  rapportée  page  399.  La  Table  X,  dans  laquelle 
on  entre  avec  rexcentricité  E  pour  argument,  fournit  les 
logarithmes  des  coefficients  E^,  Ej...,  coefficients  qui  sont  des 
fonctions  des  diverses  puissances  de  E.  D'après  les  valeurs  de 
de  L  —  (5,  2(L  —  ô)...  que  nous  venons  d'obtenir^  on  aura 
donc 

log  E^  =  4,2874619  log  E^  ^2,73523 

log  sin  (L  —  (o)  =  9,1840276  log  sin  2  (L  —  û)  r=  9,47993^ 

S       3,4714895  S       2,23516 

n.c.  =  2961^35  w.c.  =  17r,85, 

log  E3=l,3650  log  E4=0,033  log  E ^=8,733 

lsin3(L— (o)=9,6474  lsin4(L— (o)=9,760  lsin5(L— cïi):=9,841 

2=1,0124  2=9,793  2=8,574 

n.c.  =  ir,29  n.c,  =^^62  nx.  =r,04 

et,  par  suite, 

C  =  3144M5  =  62',24",15. 

Perturbations  périodiques  de  la  longitude  vraie 

Ces  perturbations  produites  par  Jupiter,  Saturne  et  Neptune 
sont  représentées,  pour  chacune  des  actions  perturbatrices, 
par  une  expression  de  la  forme 

100  8v  =  Co  +  S^  sin  f'  +  C^  cos  T' 

+  S2sin2^^+C2Cos2^^ 

En  effectuant  le  calcul  de  cette  formule  au  moyen  des 
Tables  XI-XIII,  on  trouve 
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Action  de  ^  :  Argument  Ç  =  ^*  —  V^. 

Table  XI  Cq  Sj  Ci  S,  C, 

—  36,33    +4,58    —18      —31      —21 
U^w...  —3         —1       —1        —1 

UjM^..  —  1 

S  ...     —  36,37    +  4,57    —  19      —  32      —  21 


Table  XII 


Action  de})  :  Argument  Ç'  =  T'  —  F' 

Cq  S)  G|  Sf  Cf  Sj 

—  23,45    —29    —2,79    —27    +31     +3,95 
_         i_i_i7_2_i_       5 

+      i  +       i 

S< ,  .  .  .    —  23,46    —  30    —  2,95    —  29    +30    +  3,91 

Gs  Si  C4  S5  G6 

+  4,39      -28—16       +1      +3 
U,M  .  .  .    +      3 
U,M».  .  .    +       1 
E, .  .  .  .    +  4,43      —  28    —  16       +1      +3 


Action  de  ^  :  Argument  Ç*  =  i™  —  i^'. 

Table  Zm    Cg  S,  Ci  B,  C,  Sj  C, 

+8,22    —6,34    —2,52    —19    +2,85    —29     —9 
U,M.+      2—      2  +1+2 

U,M».  0 

S,.  .    +8,24    —6,36    —2.52    —18    +2,87    —29    —9 
Faisant  pour  chaque  coefficient  Cq,  S,,  C^...,  la  somme 
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S  -f"  Sf  -{-  S, ,  on  a  donc 


Go  =  — 51",59 
S,  =  —  2  ,09 
G,  =  —  5  ,66 
S,  =  —  0  ,79 
G,  =  -H  2  ,96 
S,  =  -H  3  ,62 


G,  =  +  4".34 
S4  =  —  0  ,28 
C^  =  —  0  ,16 
S,  =  +  0  ,01 
G,  =  +  0  ,03 


Ces  coefficients  obtenus,  on  formera  le  tableau  suivant  : 


▲HSDKIHTS 

sin 
C08 

LONQITUDI 

Perlurb.  par  ¥>"&.* 

Coeff. 

PeHurl). 

—  51",  59 

r 

=  1978,7494 

4-  0,035 

—  2",09 

—    0,07 

—  0,999 

—  5  ,66 

+    5  ,65 

^t" 

=  395  ,4988 

-  0,071 

—  0,79 

+     0,0f5 

+  0,998 

+  2,96 

+    2,96 

3r 

=  193  ,2482 

+  0,106 

+  3,62 

+    0  ,38 

—  0,994 

+  4,34 

—    4  ,31 

4r' 

=  390  ,9976 

—  0,141 

^0,28 

+    0,03 

+  0,990 

—  0,16 

—    0,16 

5/»' 

=  188  ,7470 

+  0,176 

+  0,01 

0 

—  0,984 

+  0,03 

S. 

—    0  ,03 
.  .     —  47,06 

sin 
Les  nombres  inscrits  dans  la  colonne        sont  les  sinus  et 

cos 

cosinus  naturels  des  angles  r\  2^^..  ;  en  les  multipliant  par 

les  coefficients  S^,  G^,  Sj,  Cj..,  contenus  dans  la  troisiÊrae 

colonne,  on  obtient  les  produits  correspondant  à  S^  sin  ^, 

C^  cos  r\,,  placés  en  regard,  produits  dont  la  somme  représente 

la  valeur  totale  de  8t?. 
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A  cette  perturbation  8t?,  on  doit  encore  ajouter  les  valeurs 
X'  et  Y'  de'pendant  de  Taction  de  Saturne,  et  celle  X''  dépen- 
dant de  Faction  de  Neptune.  Les  deux  premières  de  ces 
valeurs  sont  données  respectivement  par  les  Tables  XII  bis  et 
XII  ter  avec  œ'  et  y'  pour  arguments  ;  la  dernière  est  fournie 
par  la  Table  XIII  bis  avec  a?"  pour  argument. 

On  obtient  ainsi  : 

Action  de  })  Aclion  de  H 

X'  Y  r 

—  5i",83        —  5^40  4.r,59 

U4W...+    0,29        +0,11  +0,03 

UaW»...+    0  ,02        —0,01  0 

S      ...  —  51,52        —5,30  +6,62 

X'  +  Y'  +  X"  =  —  50^^,20. 

« 

Ajoutant  cette  valeur  à  celle  de  hv  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, on  a  donc 

P,  =  —  1',  37'',  26. 

Termes  complémentaires 

L'ensemble  de  ces  termes  est  donné  par  une  expression  de 
la  forme 

8t?  =  Co  +  S4  sin  Z^»  +  Cj  cos  F'  +... 

On  en  effectuera  le  calcul  au  moyen  des  Tables  XIV, 
XIV  bis,  XIV  ter  et  XIV  quater,  et  Ton  aura  : 

Coeff.compi.— 2'M4  0  — O'',  03  +0'M5  — O'',  10  —0,  01  — O^,  04 
Sin.  COS.  —0  ,999  —0  ,07  +0  ,998  +0.106  — 0  ,994 

Perlurb.  —2,  14  0  +0  ,  03  —0  ,01  — 0  ,  10  0  +-0  ,  04 

8v  =  —  2^,18 
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En  réunissant  Tensemble  des  divers  résultats  que  noue 
venons  de  trouver,  on  obtient  pour  la  valeur  définitive  de  la 
longitude  v^ 

L  +  gr.  inég 177»,36M8^90 

C 52,24,15 

9s —       1 ,37  ,28 

Termes  compl.  G —               2  ,18 

Réduct.  récUpt.  p  (T.  XV) .  +              4  ,69 

Table  rectifie.  XXV —               0  ,73 

Longitude  hélloc.î?^ 178  ,27  ,  7  ,55 


III.  —  Latitude  héliocentrioue 

On  a 

s  =  sin  <p4  sin  {v  —  B)-\-  Zs. 

Des  valeurs  de  i?  et  0,  on  déduit 

v_ô=:105»,2',42^,09. 

On  a  d'ailleurs,  Table  V, 

(p^=i:0%46',2(r,33; 

par  conséquent 

log  sin  9^=8,129659 

log  sin  (t?  —  0)  =  9,984852 

compl.  sin r=  5,314437 

log  sin  (p^  sin  {v  —  e)      3,428948 

sin  (p^  sin  (v  —  ô)  =  0«,44'.45'^.03 
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Il  reste  à  calculer  8«  ou  la  partie  périodique  de  la  latitude 
due  aux  actions  des  planètes  Jupiter,  Saturne  et  Neptune.  Or, 
au  moyen  de  la  Table  XVI  et  avec  ï,  C,  T  pour  arguments, 
on  a  d*abord 


Pert.par    Co  S|  Ci  S,  G^  B^  Cs 

y  0     —  0,68  —  0,17 

t)...  +  0,38  +  1,77  —  1,13  —  0,02  +0,13       0        +0,07 

»...  +  0,53  +  0,86  +  1,90  —  1,32  +  1,11  —0,05  —0,14 

S...  +  0,91  +  1,95  +0,60  —  1,34  +  1,24  —0,05  —0,07 

On  a  ensuite 


4RaDlfBNT8 

lin 
eos 

UTITUDB 

Perturb.  par  ¥.  5.  1S> 

Coeir. 

Pe.turb. 

+  r,9i 

r' 

=  197»,7494 

+  0,035 

+  r,95 

+  0.07 

—  0,999 

+  0,60 

—  0,60 

il" 

=  395  ,4988 

—  0,071 

—  1,34 

+  0  ,10 

+  0,998 

+  1,24 

+  1,24 

3t" 

=  193  ,2482 

+  0,106 

—  0,05 

—  0,01 

—  0,994 

—  0,07 

Ss.. 

+  0.07 
..       +  1  ,78 

Ainsi  la  valeur  complète  de  la  latitude  s  est 
«==  +  0^44^  46%81. 

IV.  —  Rayon  vecteur 

La  table  XVII  donne,  avec  Texcenlricité  E  pour  argument, 
les  valeurs  du  coefficient  B  et  celles  de  log  B^,  log  Bj...  qui 
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entrent  dans  l'expression  générale  {b).  En  recourant  aux 
valeurs  de  L  —  ô,  2  (L  —  ô)...  obtenues  précédemment ^  ou 
aura  donc 

-  =  1,0011050 
a 

—  0,0464129 

—  0,0010516 

—  0,0000348 

—  0,0000013 
=  0,9536044. 

V 

A  cette  valeur  de->  on  doit  ajouter  la  somme  des  pertur- 

bâtions  produites  par  Jupiter,  Saturne  et  Neptune,  perturba- 
tions qui  sont  représentées,  pour  chacune  de  ces  planètes, 
par  une  expression  de  la  forme 


10  — =  Co  +  S^  8inZ^»+  C|  cos  r  +.. 


Les  tables  XVIII,  XIX  et  XX  dans  lesquelles  on  entre  avec  les 
arguments  C,  î'  et  ^  respectivement,  donnent,  pour  chacune 
des  actions  perturbatrices,  les  coefficients  C^,  S^ ,  C^ .,.  et  Ton  a 

Pertpar    Cq  S  y  Ci  S,  G^  S3  C^ 

if.  +  108,6  +  0,8  +    2.5 

5  -|_    12,2  —26,0  +  62,8  —  4,0  +  13,7  --  0,1  —  0,3 
U^M  +         1  —    0,3 

«    —    17,4  +   3,8  +3,1  0   +    0,3 

2  4.  103,5  +21,4  +  68,1  —  4,0  +  14,0  —  0,1  —  0,3 
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Au  moyen  des  angles  P\  îr^'...  on  obtient  alors 


8lD 

aXTOM 

7Ecraua 

ÀRGDMBIITS 

C08 

Perturb. 

pary,^.« 

CoeS. 

Perturb. 
+  103^,5 

n 

+  0,035 

-21.4 

-      0,7 

-0,999 

+  68,1 

—     68,1 

2f 

—  0,071 

-    4,0 

+      0,3 

+  0,998 

+  14,0 

+     14,0 

3^" 

+  0,106 

-    0,1 

0,0 

-  0,994 

—    0,3 

Sr 

+      3.0 

a 

= 52,0 

7if 

Réduisant  cette  valeur  de  —  en  parties  du  rayon  et  l'ajou- 


tant à  -)  on  a  donc 
a 


-  +  ^=0,9538565. 
a  *   a 


II  reste  à  déterminer  la  valeur  du  demi-grand  axe  a.  Or  on 
a.  Table  IX, 

—  =:-19",37    d'où     -=-9,685. 
a  \  a 

Par  l'application  de  la  première  des  formules  (c),  on  a  donc 
log  const  =  1,2829254 
log  -  =  0,9860996  - 

log  sin  i''  =  4,6855749 
log  8a  sin  M"  =  6,9545999  — 
8a  sin  r  =  —   0,000901 
comt  =  19,183390 
a  =  19,182489. 
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On  conclut  de  là 

log  a  =  1,2829050 

Log  rayon  vect,  =  1,2623880. 

Ainsi,  les  coordonnées  héliocenlriques  qui  fixent  la  position 
d'Uranus  à  l'époque  que  nous  avons  considérée,  sont 

Longitude  héliocent.  =  178%27',  7'^55 

Latitude  =      0«,44',46^,8i  horé. 
Log  rayon  vecteur  =         1,2623880 


V.  —  Lieux  héliocbntriques  de  neptune 


Le  calcul  des  positions  héliocentriques  de  Neptune  est  en 
tout  semblable  à  celui  que  nous  venons  de  faire  pour  Uranua. 
C'est  pourquoi  nous  nous  dispenserons  d'en  donner  ici  une 
application. 

Soient  : 

L,  la  longitude  moyenne  de  Neptune,  augmentée  d^  ses  iné- 
galités à  longues  périodes  (Tables  1,  III,  V  et  VIII); 

C,  réquation  du  centre  dont  Texpression  est 

C  =  E,  sin  (L  —  (S)  -j-  Ej  sin  2  (L  —  ô)  -f-  Eg  sin  3  (L  —  w) 

(Table  IX)  ; 

$,,  la  somme  des  perturbations  périodiques  dues  à  Tadion 
de  Jupiter,  de  Saturne  et  d'Uranus  ;  ces  perturbations  sont 
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toutes  trois  de  la  forme 

8v  =  Go  ■+-  S^  sia  /^"-f-C  cos  T"  -f  S, sin 2^"  +  C,  cos  2  l^ 

(Tables  X,  XI,  XII)  ; 
p,  la  réduction  à  Técliptique 

p  =  -  tang»  ^  sin  2  (t,  -  o)  =  Uo  +  U,  u. 

(Table  XIII). 
On  aura  pour  calculer  la  longitude  héliocentriqae  v^ 

t?,  =  L  +  C  +  «i  +  p. 

La  partie  elliptique  du  rayon  vecteur  a  pour  expression 


-  =  B  +  B^  cos  (L  -—  (5)  +  Bj  cos  2  (L  —  ô). 


Cette  formule  dépend,  comme  on  voit,  du  demi-grand   axe 
a.  Or,  on  a 

a  =  30,05568  +  8a  sin  i"" 

(Table  VIII). 
Après  cela,  on  obtient 


log  r  =  \oga  +  log  1^^  +  -Jj» 


—  étant  la  perturbation  totale  résultant  des  actions  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus  (Tables  XVI,  XVII  et  XVIII). 
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On  a  enfin  pour  l'expression  complète  de  la  lalitude  s 
sin  s  =  sin  (p^  sin  [v  —  0)  +  5*> 

expression  dans  laquelle  hs  représente  l'ensemble  des  termes 
périodiques  dus  aux  actions  des  planètes  Jupiter,  Saturne  et 
Uranus  (Tables  XX,  XXI  et  XXII). 
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VALEURS  DES  CONSTANTES  QUE  LA  THÉORIE  EMPRUNTE  AUX 
OBSERVATIONS 

Nous  allons  donner  dans  ce  paragraphe  les  valeurs  défi- 
nitives des  éléments  elliptiques  des  huit  planètes  principales, 
telles  que  Le  Verrier  les  a  déduites  de  la  comparaison  de 
ses  théories  planétaires  avec  les  observations. 

(a)  Moyens  mouvements  sidéraux  des  planètes  en  une  année 
julienne  de  365^,25 

Les  moyens  mouvements  sidéraux  annuels  ou  les  valeurs 
de  n,  n'...  réduites  en  secondes  sont: 

Mercure n  =  53810i6",3i 

Vénus n'  =  2106641,41 

La  Terre n''  =  1295977,44 

Mars n"  =  689050,82 

Jupiter «^'  =  109256,63 

Saturne n"  =  43996,06 

Uranus w^^  =  15424,87 

Neptune n^'  =  7865,66 
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Ces  moyens  mouvements  se  déduisent  des  duroes  des  révo- 
lutions sidérales  observées  T,  T'...  au  moyen  de  la  formule 

N  =  360<'X^- 


{b)  Masses  des  planètes  rapportées  à  celle  du  Soleil  prise 
pour  unité 

Les  expressions  de  ces  éléments  sont  les  suivantes  (*)  : 

^^«^^ '^'=  4ïïbi 

I^^  Terre •.    m'' =    ^^^^ 

^^^^ '^''=mhm 

^^^'''' '^'^^     ïko 

^^'^^"^ ^^  =   3^9:0 

"^^"^^« ^^'=  d^ 

4 

Neptune w^''=      ,  --  t  - 

^  1-1-UK> 

(1)  Ces  valeurs  des  masses  résultent  des  équations  de  condition  «lue  Le 
Verrier  a  formées  dans  la  construction  de  ses  Tables  plBaélaire^. 

Aux  valeurs  de  m"  etm^u,  on  pourrait  substituer  leBSUivanlcis  qui  pa« 
raissent  plus  exactes  : 

m'  =  >  fn"^^  = • 

3093600  19380 

Ces  valeurs  des  masses  de  Mars  et  de  Neptune,  ont  éié  déUsTmluéG^  direc- 
tement par  l'observation  des  élongaUons  des  satellites. 
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Distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil  ou  demi-grands 
axes  de  leurs  orbites 


Soient  A  le  demi-grand  axe  d'une  planète,  N  son  moyen 
mouvement  et  M  sa  masse.  Représentons  par  les  mêmes 
lettres,  affectées  d'un  accent,  les  quantités  analogues  qui  se 
rapportent  à  la  Terre  et  posons  A'  =  1.  D*après  ce  qu'on  a 
vu,  page  395,  on  aura  pour  déterminer  le  demi-grand  axe  A 
de  l'orbite  de  la  planète 


8  S 


A  =  ^,  1 — »  log  ay      .    ,^,  =  4.0750644. 

Vi  +  M'      j^l  ^  Vî+w 


« 


C'est  au  moyen  de  cette  formule  et  des  données  qui  pré- 
cèdent qu'on  a  conclu  les  distances  moyennes  suivantes  des 
planètes  au  Soleil  : 

Mercure   . a  =0,3870987 

Vénus a'  =0,7233322 

La  Terre a"  =  1,0000000 

Mars a''  =1,5236913 

Jupiter a»^  =    5,202800 

Saturne a^  =    9,538861 

Uranus .  a^'  =    19,18329 

Neptune a^"  =    30,05508 

{d)  Excentricités  des  orbites  pour  le  midi  moyen  du 
1"  janvier  1850 

Ces  éléments  qui  varient  avec  le  temps  sont  exprimés   ici 
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en  parties  du  rayon  ;  on  les  déduirait  des  expressions  de 
E,  E'...,  données  dans  le  paragraphe  (II),  en  multipliant  les 
premiers  membres  de  ces  expressions  par  sin  i'\ 

Mercure e  =0,2056048 

Vénus e'  =0,0068433 

La  Terre ^  =  0,0167701 

Mars e'"  =0,0932611 

Jupiter e'^  =  0,04825  lï^ 

Saturne e^  =0,0560713 

Uranus ô^»  =  0,046340i 

Neptune e^"  =  0,0089446 

[e]  Longitudes  des  périhélies  et  des  nœuds  ascendants 
Inclinaisons 

Ces  éléments  varient  comme  les  précédents  avec  le  temps. 
En  voici  les  expressions  rapportées  à  Técliplique  et  à  Téqui- 
noxe  moyen  du  1"  janvier  1850. 


c>,&'... 

6,6'... 

f.p'... 

Mercure.  . 

75»,  T,13",93 

46«,33',  8",75 

T.  0'.  r.u 

Vénus.  .  . 

129  ,27  ,14  ,  5 

73  ,19 ,52  ,  3 

3  ,23  ,34  ,83 

La  Terre  . 

100  .21 ,21  ,  5 

0,  0,  0 

0,0,0 

Mars  .  .  . 

333  ,17  ,53  ,67 

48,23,53,  1 

1  ,51 ,  2  ,28 

Jupiter  .  . 

11  ,54 ,58  ,41 

98  ,56 ,17  ,  0 

1  ,1H  ,41  ,37 

Saturne.  . 

90,  6,56,74 

112  ,20 ,53  ,  0 

2  ,2!)  ,39  ,80 

Uranus  .  . 

170,30,  7  ,  1 

73  ,13  ,54  ,  4 

0  ,40  ,19  ,72 

Neptune.  . 

45  ,59 ,43  ,  1 

130,  6,25,06 

1  ,47  ,  2  ,13 

A8TR0N0MIB  THÉORIQUE.  31 
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(f)  Longitudes  moyennes  au  i^  janvier  1850  à  midi  moyen 
ou  valeurs  de  e,e'... 


On  a 


Mercure e     =  237»,15',20",43 

Vénus e'    =  245  ,33 ,14  ,70 

La  Terre    ....  $r   =100,46,43,51 

Mars e'^  =    83,40,31  ,33 

Jupiter e'^  =:  160  ,  1 ,10  ,26 

Saturne e    =    14,52,27,81 

Uranus e^»  =    29  ,17 ,50  ,91 

Neptune e^"  =  334  ,33  ,28  ,89 


{g)  Arguments  des  perturbations  planétaires 

Ces  arguments  qui  servent  au  calcul  des  perturbations  pério- 
diques sont  les  longitudes  moyennes  des  diverses  planètes 
comptées  à  partir  de  Téquinoxe  moyen  du  1*'  janvier  1850. 
En  voici  les  expressions  réduites  en  grades  et  telles  que 
Le  Verrier  les  a  employées  dans  la  construction  de  ses  Tables 
planétaires. 


Mercure. 
Vénus.  . 
La  Terre 
Mars.  . 
Jupiter  . 
Saturne. 
Uranus . 
Neptune. 


l    =  363«,6173  +  1660«,807464^ 

r    =  272  ,8378  +  650  ,197991< 

r   =  111  ,9741  +  399  ,993019^ 

r  =    92  ,9786  +  212  ,670056^ 

/^^  =  177  .8026  +  33  ,7212096^ 

r    =    16  ,4940  +  13  ,5790515^ 

r   =    31,6054+  4,7610015* 

A"  =  372  ,3884  +  2  ,4298685* 
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Les  mouvements  de   ces  arguments  pour  1  jour  et  pour 
365  jours  sont  les  suivants: 


f(    =      4,54704 

f^"  =     1,09512 

p^=:   0,092324 

p^*=    0,013035 

365p    =    59,67070 

365P''  =  399,71924 

365p'^  =  33,698129 

365p^»=    4,757743 


P'    =      1,78015 

p''  =     0,58226 

p^   =    0,037177 

p^"=    0,006653 

365p'    =249,75293 

365P'"  =212,52449 

365p^    =13,569757 

365p^"  =    2,428203 


Dans  la  formation  des  Tables  de  Saturne,  d'Uranus  et  de  Nep- 
tune, Le  Verrier  n'a  point  changé  les  longitudes  moyennes  ^,  f , 
f,  r  qui  se  rapportent  respectivement  à  Mercure,  Vénus,  la 
Terre  et  Mars  ;  mais  il  a  adopté  pour  ^^,  ^,  ^*  et  /^"  des 
expressions  qui  diffèrent  un  peu  des  précédentes.  Nous  avons 
rapporté  ces  expressions  au  §  III  du  Chapitre  I,  livre  II. 


II 


EXPRESSIONS  COMPLÈTES  DE  /,  ô,  (S,  0  ET  (p  POUR  LES  HUIT  PLANÈTES 
PRINCIPALES 


En  désignant  parL,  E,  II,  *  et  6  les  expressions  générales 
de  ces  éléments,  on  a  pour  Tépoque  1850  4~  t 
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Mercure 

L  =  327%15',2(y',43  +  5381066^5449^ 

+  (r,00011289/> 

E  =  42409'',03  +  (y',04195^ 

—  0",0000009^a 

n  =  75%7',13'',93  +  55'',9138^ 

+  Cy^OOOlllli» 

o  =  7^(y,7^5l  +  (y\muu 

—  (y',0000056«> 
e  =  46»,33',8^,75  +  42'^6430^ 

+  0%{)000835^a; 

Vènui 

L  =  245%33Mr,70  +  2106691",  65043^ 

+  0",00011289«» 
E  =  14ir,53  —  0^,11132^ 

+  0",0000026<2 

n  =  129%27Mr,5  +  49",462^ 

—  0",000593t» 

*  =  3%23',34'',83  +  0",04524< 

—  0^^,00000156^2 

0  =  75%19',52'^3  +  32",8899< 

4-0'^0001508^«; 

La  Terre 

L  =  280^46^43'^51  +  1296027^6784^ 

+  O'^O0O11073<» 
E  =  345^,28  —  0",08755^ 

—  0'^00000282^2 

n  =  280^21^21^5  +  61'^6995^ 

+  ^,0001823^2 

*  =  0,0,0,0 
e  =  0,0,0,0; 
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Mare 
L  =  83».40',31".33  +  689101'',0S375« 

4-  (r,00011341t'' 
E  =  19236",51  +  (r,i9G19i 

—  0",000002S2<« 
n  =  333»,17',83'',67  +  66",2421« 

4- 0",00012093<» 

*  =  1»,51',2",28  —  (r,02431« 

+  (y.00000945<» 
e  =  48»,23',53",1  -f  27'',992« 

—  r,0002n<«; 
Jupiter 
L  =  160M',l(r,26  +  109306".87213< 

+  30",344u»  —  (r.742u» 
E  =  9952",66  +  171",883u 

—  2",39Su»  —  0",048u8 
n  =  H»,54',58",41  +  57'',90321« 

+  90".490u«  —  2",465u« 

*  =  1M8'.41",37  —  0",20o20< 

+  0",3Su» 
e  =  98«,56',17",00  +  36",36617< 

+  32",8ou«  — 3'',83o»; 
Saturne 
L  =  14°,52',28",30  +  44046",  303210« 

+  0",000116S98<î'  —  (r,0000000022<' 
E  =  11565",62  —  353",20u 

—  3'',485o»  +  0",0833u» 
n  =  90«,6',56'',74  +  70",  41338f 

4-  0",00028008t»  +  0',00000002H36<» 

*  =  2»,29'.39",80  —  70^,010 

—  l",41o»  +  0",01«» 
e  =  H2%20',83''.00  +  31".39594< 

—  0",00004796<*  —  0",000000021096<»  ; 
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Uranus 

L  =  29»,17',5(r,91  +  15475^11138^ 

+  26^716u»  -h  0/0092U» 
E  =  9558^,59  —  (^,05469^ 

+  (y^00000164<» 

n  =  l7o^5o^7^l  +  53^,4582^ 

+  (f  ,0000827^^  —  (r,000000002&* 

*  =  73^13^54^4  +  18^0570^ 

+  (y^0004276«« 
e  =  0%46',19^,72  +  (r,0i732< 

+  (y\00001412f^ 

L  =  334%33',28^,89  +  7915'',89825< 

+  27^905u«-|-(y',294o3 
E  =  1849^,09  +  (r01170« 
n  =  45%59',43'\1  +  61M2675^ 

+  33'',355u»  +  (r,294u» 

*  =  13(y>,6',25^06  +  39^,56306^ 

+  2(r.87u«  —  (r,837u» 
0  ==  1«,47',2^,13  —  (y',34570« 

-I-  l'M6u^  —  (r*96u». 
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Ces  coefficients,  fonctions  des  masses  et  des  grands  axes 
des  orbites  planétaires,  sont  déterminés  par  les  formules  que 
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nous  avons  fait  connaître  au  Chapitre  ï,  livre  IV  de  la  pre- 
mière partie. 
On  a 


ou  en  remplaçant  Kl  et  Kl'  par  leurs  valeurs  données  page  218, 


>O'(0-i)  —  —  m'n  -  )  — L 1  (■ 


On  a  d'ailleurs  entre  les  quantités  t!)^®"^î,t)'f'''*',**  et  celles 
tD<^-%tD'^^-®\..,  les  relations  suivantes: 


relations  qui  permettent  d'obtenir  les  secondes  quantités  en 
fonctions  des  premières. 

Au  moyen  de  ces  formules  el  des  données  qui  précèdent, 
on  a  obtenu  les  expressions  suivantes  des  coefficients  tl*^'*), 
t)'f®-*>...,  expressions  dans  lesquelles  les  chifTrefi  i.  2.  3,..  7 
se  rapportent  respectivement  à  Mercure,  Vénus,  la  Terre, 
Mars,  Jupiter,  Saturne,  Uranu s  et  Neptune,  On  a  multiplié  ces 
résultats  par  des  facteurs  indéterminés  (1  +  a),  (1  +  Ht')-..,  «ifitî 
de  les  rendre  applicables  au  cas  où  les  valeurs  actuellement 
admises  pour  les  masses  w,  m\..  viendraient  ultérieurement 
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à  changer. 

r)(o.i 

'=(!  +  (*') 

2^,910335 

tD(o.> 

'  =  (1  +  1*1 

0  ,891538 

t3(o.i 

'  =  (1  +  1*") 

0 ,027984 

xo^o-* 

'=(1  +  1*") 

1  ,601114 

ç)(0.« 

'=(l  +  {*^) 

0 ,077059 

xyV>-i 

'  =  (1  +  1*") 

0,001852 

©(«.« 

"  =  (1+1*) 

0^,447992 

t)«-s 

'  =  (1  +  1*") 

6  ,860112 

t3(«-i 

'  =  (!  +  (*') 

0.102046 

t3«-i 

'=(1  +  !*") 

4,198404 

t3(«-s 

'  =  (1+1*^) 

0,198360 

t3(«-« 

'=(1  +  1*") 

0 ,004740 

t3(»-« 

'=(!  +  (*) 

0".103506 

0(ï-< 

'=(l  +  t*') 

5  ,174037 

t)(ï-« 

'  =  (l  +  (*") 

0,298228 

©(»•< 

'  =  (!  +  !*") 

7  .061544 

ç)(».j 

'=(1  +  1*^) 

0  ,325649 

t)(ï-« 

'=(l+t*") 

0  ,007723 

tD(»-< 

"=(l  +  t*) 

0^,019797 

t)(8.i 

'  =  (!  +  (*') 

0 ,468978 

tD(»-s 

"=(l  +  (*") 

1  ,817218 

r):3.^ 

'  =  (!  +  (*") 

14  ,645853 

tD(»-8 

'  =  (l+t*1 

0  ,629736 

lOia-* 

"=(!  +  (*") 

0  ,014625 
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^(*.i)^(i_^^^  0,004091 

tD(^.»ï  =  (l_^j^-)  0,009123 

t}t*'3J={l  +  jjt''T  0  ,003105 

!!)<*'•)=  (1  +  fjt^'}  0.103202 

©t*-^3  =  (i  +  jx^^')  0,031282 

t!)(»-»>:=(l  +  [x)  0",000029 

t3(3'iï^(l-^^^)  0,000471 

V^^^^^={i^^^)  0.001039 

^ts,3j^^l^^.^j  0,000330 

0('*-^>=(l+jiL-)  18,19I}K79 

T)f»^e)  — (l_|_fj,Tij  0,386636 

t)f»'7J  =  (i-f jx^)  0,089391 

'Oi«'OÏ  =  (l  +  jj,)  0^,000002 

tD(i'iî^{l  +  fj,^  0,000041 

<0(vaj^(l^^^)  0,000089 

t)^<-âî={l+p,*)  0,(K>0028 

^(«,4j^çi_|_^ivj  0,934783 

t)(i.9)^(l  +  p,T)  1  ,390990 

^fB,Tï^(l  ^  ^vtt^  0  ,364371 

t)i^-<ï  =  (l+(i-)  aM  78628 

t)<7*î)=(14^p,-)  0  ,207033 

t><T^fi)=(l  +  fx-)  0,362587 

t>'<«>'<î— (1+TJL^  1^870086 

X}'^'^^^{i  +  ^'')  Oja2908 

X)'(^^^^^(i+^"')  0,008814 

t)'io.4j^(l^jj,ivj  0,148711 

t)'««'!»ï=(l+fjL')  0,003908 

10'^-")=(1  +  HL^^)  0,00004^ 
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t!)'«<-«)  =  (l  +  (iL)  (y\287865 

tD'<^-»  =  (l  +  [x")  5,711900 

t9'(4.8)  =  (i_|_jj,'-)  0,058717 

t)'(^-*)=(l  +  p.'^)  0,728088 

t)'<*-«)=(l  +  p.^)  0,018788 

t)'H-«)  =  (l  +  [x^')  0,000224 

©'«»•<»  =  (1  + 1*)  0'',049099 

tD'<»- ♦)  =  (1  + 1*0  4  ,308033 

.j5'(2.8)--(l_|_jj,«^  0,229326 

^.(j.4)  — (i_|_jj,iT)  1,689087 

.ç)'(a.5)  =  (14.  jx^)  0  ,042580 

tD'^a-«)  =  (1  +  ji.^0  0  ,000504 

tD'<»-o)=(l  +  tx)  O'',006235 

tD'<»-^)=(l  +  p.')  0,269851 

t)'<»-^)  =  (l  +  l*'0  1  ,397369 

tD'(8-^)=(l  +  {i.^)  5,304038 

t)'<«-»)  =  (l  +  [x^)  0,125346 

^'(8.6)  — (i^j;,vi)  0,001451 

^.(4.0)  =  (1  4.  (x)  0^,000022 

^'(4.4)  — (i_|_j4')  0,000709 

t!)'<^-a)  =  (l  +  p.'^  0,002182 

tD'«^-3)  =  (14.jx'^  0,001125 

t!)'<^-»)=(l  +  jx^)  4,815454 

t)'M«)=  (1  +  {JL^O  ^  ,035319 

^'(4.7)-- (1  4.  P.V11)  0  ,006747 
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t)'(»-«'  =  (l  +  (i)  0,000001 
0'<»-<)  =  {l  +  ,x')  0,000043 
t)'(»-»)  =(!  +  (*")  0,000136 
'0'«>-»)z={i  +  ^L'')  0,000066 
tD'(»-«)=(l-f-(x")ll  ,893979 
tD'(»-«)=(l  +  (t")  0,232241 
t5'(8.T)_(i  _j.  j^Y..)  0  ,035101 

t3'(«-«»  =  (1  +  (a)  0".000000 

tD'(«-«)  =  (l  +  ^')  0. 000002 

«)'(••«)  =(1+^')  0,000006 

t3'<«-»' =(!  +  (*-)  0,000003 

ç'(«.4)_ ^l  ^  j^iT)  0  ,313829 

t?'(«-»'  =  (l+tA»)  0, «33482 
0'(6.T)_(i  _|_  j^Tu)  0  ,424190 

'0'cr-*)=^i^^^'y^  0^,038331 
t3'(T.»)_(i^j^T)  0,081113 
t3'<T-»)  =  (l  4-  pi")  0  ,272429. 


FIN 
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Pag.    Lig.  au  lieu  de  Lisez  : 

i   5 procession  précession 

2  2  en  rem.  . . .  elle  se  porterait  . . .  celles-ci  se  porteraient  . . . 
»   17 d*ua  corps  à  un  autre  d'un  corps  vers  un  autre  . . . 

3  2  en  rem.  de  la  Lune  de  la  Terre 

5  9 et  s'ils  tombent  c'est  que  ...;   lorsqu'ils   tombent    d'autres 

d^autres  corps  etc.  corps  etc. 

26  15 et  celles  ...  et  à  celles  . . . 

60   Form.(l3)  «=....  rr:=.... 

85   1  en  rem.  G»  -  -V"  G» V 

cos' ^  cos' ^ 

185   3  en  rem.  K«Vti*^'  cos (....)  Ke^Vrj*^'  cos (. . . . ) 

218  9 |3«(lH-«')bf^)H-5abWJ...|3«[(l  +  a«)b(<>  +  |«liW"l  j 

230  7  en  rem.       t)'^®'<)  =  -  m'na  \  U'  t)'<<>'*)  =  -  m'na'  l  W 

290   {  1 termes  d'ordres  supérieurs  termes  d'ordre  supérieur 

390Form.  (3)  x=j^+-  x  =  j^+-- 

446   6 log.  cos  u  =  9,5799944  7-  log.  cos  u  =  9,5799244  — 

>   7 log  (—  aE  sinl"  cosu)  log  (—  aB  sin  1*  cos  u) 

=  8,9867366  —  =  8,9867356  — 
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